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✻✳ ■❣♦r ▲✐t✈✐♥❝❤❡✈✱ ❉❛♥✐❡❧ ▼♦sq✉❡r❛ ✫ ▲✉❝❡r♦ ❖③✉♥❛✳ P❛❝❦✐♥❣ ✉♥❡q✉❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r
♦❜❥❡❝ts ✐♥ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥t❛✐♥❡r✱ ■❱ ❈♦♥❣r❡s♦ ■♥t❡r♥❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ▲♦❣íst✐❝❛ ②
❈❛❞❡♥❛ ❞❡ ❙✉♠✐♥✐str♦✳ ❖❝t✉❜r❡ ✷✵✶✻✳ ▼ér✐❞❛✱ ▼é①✐❝♦✳
❋✐r♠❛ ❞❡❧ ❛s❡s♦r✿
❉r✳ ■❣♦r ❙✳ ▲✐t✈✐♥❝❤❡✈
❈❛♣ít✉❧♦ ✷
■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥
❊❧ ❣❡♥✐♦ ❡s ✉♥ ✉♥♦ ♣♦r ❝✐❡♥t♦ ❞❡ ✐♥s♣✐r❛❝✐ó♥ ② ✉♥ ♥♦✈❡♥t❛ ② ♥✉❡✈❡ ♣♦r ❝✐❡♥t♦ ❞❡
s✉❞♦r
❚❤♦♠❛s ❆✳ ❊❞✐s♦♥
❇♦sq✉❡❥♦
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✷✳✷✳ ❖❜❥❡t✐✈♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽
✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥
❙❡ ❤❛ ♣❡r❝✐❜✐❞♦ ❡♥ ❧❛s ✉❧t✐♠❛s ❞♦s ❞é❝❛❞❛s ✉♥ ❛❧t♦ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡♠♦❣rá✜❝♦s
❡♥ ❧❛s ❝✐✉❞❛❞❡s✱ ❛❤♦r❛ tr❛♥s❢♦r♠❛❞❛s ❡♥ ♠❡❣❛✉r❜❡s✳ ❊♥ ❞✐❝❤❛s ♠❡❣❛✉r❜❡s ❝♦♥ ❡❧
❛✉♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❛❧✱ s❡ r❡q✉✐❡r❡♥ ❝♦♥ ♠❛②♦r ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡♥
❛❧t♦ ❞❡ ✐♥s✉♠♦s ❜ás✐❝♦s ✭❛❧✐♠❡♥t♦s✱ ❛❣✉❛✱ ❡♥❡r❣í❛✱ ❣❛s✮ ♣❛r❛ ✈✐✈✐r ♠♦❞❡r❛❞❛♠❡♥t❡✳
P♦r ❧♦ ❝✉❛❧ s❡ ❤❛ ✈✐st♦ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡ ❡✜❝✐❡♥t✐③❛r ❧♦s r❡❝✉❡rs♦s q✉❡ s❡ t✐❡♥❡♥ ❝♦♥ ❧❛
♠✐r❛ ❞❡ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ♠❛②♦r r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s✳ ❯♥❛ ❞❡ ❧❛s ♥❡❝❡s✐❞❛❞❡s
❜ás✐❝❛s ❡♥ ❧❛s ♠❡tró♣♦❧✐s ❡s ❡❧ tr❛s❧❛❞❛r ❡❧ ♠❛②♦r ♥ú♠❡r♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t♦s ❡♥ ✉♥
❝♦♥t❡♥❡❞♦r ✭r❡❣✉❧❛r ♦ ✐rr❡❣✉❧❛r✮✱ ❛❜❛r❝❛r ❝♦♥ ❡❧ ♠❡♥♦r ♥✉♠❡r♦ ❞❡ t♦rr❡s ❞❡ ❝♦♠✉♥✐✲
❝❛❝✐ó♥ ✉♥ s❡❝t♦r ❞❡ ❧❛ ❝✐✉❞❛❞✱ ❡st❛❜❧❡❝❡r ❡❧ ♥✉♠❡r♦ ✐❞ó♥❡♦ ❞❡ ♣❧❛♥t❛s ❞✐str✐❜✉✐❞♦r❛s
✻
❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✼
q✉❡ ❛❜❛st❡③❝❛♥ ❝✐❡rt❛ ③♦♥❛ ♦ s✐♠♣❧❡♠❡♥t❡ ♦❜t❡♥❡r ❡❧ ♠❛②♦r ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✐❡③❛s ❛❧ ♠♦✲
♠❡♥t♦ ❞❡ ❞✐✈✐❞✐r ✉♥ r❡❝✉rs♦ ✭t❡❧❛s✱ ♠❡t❛❧❡s✱ ♠❛❞❡r❛s✮✱ ❡♥tr❡ ♦tr♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s✳ ❉✐❝❤❛s
♥❡❝❡s✐❞❛❞❡s ♣❛r❡❝✐❡r❛♥ s❡r ❞✐❢❡r❡♥t❡s s✐♥ ❛❧❣ú♥ ❛s♣❡❝t♦s ❡♥ ❝♦♠ú♥✳ ❬✸❪✳
▲♦s ♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s s❡ ♣✉❡❞❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❧❛ ♠✐s♠❛
❢❛♠✐❧✐❛✱ ❝♦♥♦❝✐❞♦s ❝♦♠♦ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ✭r❡❣✉❧❛r❡s ♦ ✐rr❡✲
❣✉❧❛r❡s ✮ ❡♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✭r❡❣✉❧❛r❡s ♦ ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✮✳ ❚❡♥✐❡♥❞♦ ❝♦♠♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞✐s♠✐♥✉✐r
❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡s♣❡r❞✐❝✐❛❞♦ ❡♥ ❧❛ ♠❛②♦rí❛ ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s✱ ❡♥ ♦tr♦s ❝❛s♦s ❛♥✉❞❛♥ ✉♥ ♦❜❥❡✲
t✐✈♦ ❞❡ s❡❧❡❝❝✐♦♥❛r ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❝♦♥ ♠❛②♦r ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❡❧ t♦♠❛❞♦r ❞❡ ❞❡❝✐s✐ó♥✱
❈♦♥✈✐rt✐é♥❞♦s❡ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤✐♣❡r❛t✐✈♦ ♣❛r❛ ❧❛s ♥❡❝❡s✐❞❛❞❡s ❛❝t✉❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ❤✉♠❛✲
♥✐❞❛❞✳
❊❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❡①❛❝t♦s ②✴♦ ❤❡✉ríst✐❝♦s q✉❡ ♣❡r♠✐t✐❡r❛♥ ❛ñ❛❞✐r ♦❜✲
❥❡t♦s r❡❣✉❧❛r❡s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❡r❛ ✉♥❛ t❡♠át✐❝❛ ❝♦♥ ♠❛②♦r ❛t❡♥❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❧♦s ♠❛✲
t❡♠át✐❝♦s ♣✉r♦s✱ ♣❡r♦ ❡♥ ❧♦s ú❧t✐♠♦s ❛ñ♦s ❤❛ r❡❝✐❜✐❞♦ ✉♥❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉❝✐ó♥
♣♦r ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ❡♥❢♦❝❛❞♦s ❛❧ ár❡❛ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s ♠♦t✐✈❛❞♦s ♣♦r
❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❡①✐st❡♥t❡s ❞❡❧ ♠✐s♠♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❬✹❪✳
❊❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ s❡ ❤❛ ❝❛t❛❧♦❣❛❞♦ ❝♦♠♦ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ♦♣✲
t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧✱ ❧♦s ❝✉❛❧❡s ❛❞❡♠ás s♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡s ❛ ❧❛
❢❛♠✐❧✐❛ ◆P✲❍❛r❞✱ ♣✉❡st♦ q✉❡ ♥♦ ❡①✐st❡ ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ q✉❡ ♣✉❡✲
❞❛ s♦❧✉❝✐♦♥❛r❧♦ ❡♥ t✐❡♠♣♦ ♣♦❧✐♥♦♠✐❛❧✳ ▼✉❝❤♦s ❞❡ ❧♦s ❡s❢✉❡r③♦s s❡ ❤❛♥ ❝❡♥tr❛❞♦ ❡♥
❞❡s❛rr♦❧❧❛r ♠ét♦❞♦s ❤❡✉ríst✐❝♦s q✉❡ ♣❡r♠✐t❛♥ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ ❜✉❡♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡
♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ t✐❡♠♣♦ ❝♦rt♦ ✭❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥✮✱ ❜r✐♥❞á♥❞♦✲
❧❡s ❛❧❣✉♥❛s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❛ ❧❛s ❤❡✉r✐st✐❝❛s ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡
❜úsq✉❡❞❛ ② ❛sí ♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❢❛❝t✐❜❧❡ ❡♥ ✉♥ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡♠❡♥t❡ ❝♦rt♦✳
❊st❡ tr❛❜❛❥♦ ❝♦♥st❛ ❞❡ ❝✐♥❝♦ ♣❛rt❡s✳ ❯♥❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥✱ tr❡s ❝❛♣ít✉❧♦s q✉❡ ❞❡s❛✲
rr♦❧❧❛♥ ❧♦s ♦❜❥❡t✐✈♦s ♣r♦♣✉❡st♦s✱ r❡s✉❧t❛❞♦s ② ❧❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s✳ ❊♥ ❧❛ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥
s❡ ❡①❤✐❜❡ ✉♥❛ ❝♦rt❛ ♠♦t✐✈❛❝✐ó♥ ❞❡❧ tr❛❜❛❥♦ ② ❧♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♦❜❥❡t✐✈♦s ❞❡ ❧❛ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❡❧ s❡❣✉♥❞♦ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t♦ t❡ór✐❝♦ ❞❡❧ tr❛❜❛❥♦✳ ❯♥❛
❜r❡✈❡ r❡s❡ñ❛ ❤✐stór✐❝❛✱ q✉❡ ❧❡ ♣❡r♠✐t❡ ❛❧ ❧❡❝t♦r ❝♦♥♦❝❡r ❧♦s ❞❡t❛❧❧❡s ♠ás r❡❧❡✈❛♥t❡s
❈❛♣ít✉❧♦ ✷✳ ■♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ✽
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠❛t❡♠át✐❝❛ s♦❜r❡ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❛❧❣✉✲
♥❛s ❣❡♥❡r❛❧✐❞❛❞❡s té❝♥✐❝❛s q✉❡ ♣❡r♠✐t❛♥ s✐♥ s❡r ❡s♣❡❝✐❛❧✐st❛ ❡♥ ❡❧ r❛♠♦✱ ❝♦♠♣r❡♥❞❡r
❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣í❛ ✉s❛❞❛ ② ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ✈❡rt✐❡♥t❡s q✉❡ s❡rá♥ ❡st✉❞✐❛❞❛s✳ ❚❛♠❜✐é♥ s❡
♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❝♦rt❛ s✐♥♦♣s✐s ❞❡ ❧❛s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛s ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ✉ ② ❞❡
❛♥á❧✐s✐s q✉❡ s♦♥ ✉s❛❞❛s ♣❛r❛ ❡❧ ❡st✉❞✐♦ r❡❛❧✐③❛❞♦✳ ❊♥ ❡❧ t❡r❝❡r ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❞❡s♣❧✐❡❣❛
❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ r❡❛❧✐③❛❞❛ ❞✉r❛♥t❡ ❧♦s ♠❡s❡s ❞❡ ❡♥❡r♦ ② ❞✐❝✐❡♠❜r❡ ❞❡❧
✷✵✶✺ ❡♥ ❡❧ ❧❛❜♦r❛t♦r✐♦ ❞❡ ❛❧t♦ r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❈❡♥tr♦ ❞❡ ■♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ② ❉❡s❛rr♦❧❧♦
❚❡❝♥♦❧ó❣✐❝♦ ♣❡rt❡♥❡❝✐❡♥t❡ ❛ ❧❛ ❋❛❝✉❧t❛❞ ❞❡ ■♥❣❡♥✐❡rí❛ ▼❡❝á♥✐❝❛ ② ❊❧é❝tr✐❝❛ ❞❡ ❧❛
❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞ ❆✉tó♥♦♠❛ ❞❡ ◆✉❡✈♦ ▲❡ó♥ ✳ ❊♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦ ❝✉❛rt♦ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ ❛♥á❧✐s✐s
❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ♠❛t❡♠át✐❝♦s ✉s❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❡❧ ❝❛♣ít✉❧♦
q✉✐♥t♦ s❡ ❡①t❡r✐♦r✐③❛ ❧❛s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥❡s ② r❡❝♦♠❡♥❞❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✳
✷✳✷ ❖❜❥❡t✐✈♦
❉❡t❡r♠✐♥❛r ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❡♥ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❡♥✐❡♥❞♦ ❝♦♠♦ ♣❛rá✲
♠❡tr♦s ❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦❜❥❡t♦s ✈❛r✐❛♥❞♦ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛
❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❧❛ ♠✐s♠❛✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸
▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦
✧▲✉❝❤❛r ❤❛st❛ ❡❧ ú❧t✐♠♦ ❛❧✐❡♥t♦✧
❲✐❧❧✐❛♠ ❙❤❛❦❡s♣❡❛r❡
❇♦sq✉❡❥♦
✸✳✶✳ Pr♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾
✸✳✶✳✶✳ ➽❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❝❧❛s✐✜❝❛r ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛✲
♠✐❡♥t♦❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✸✳✷✳ ❚r❛❜❛❥♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s ❡♥ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ✳ ✳ ✷✷
✸✳✷✳✶✳ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s r❡❣✉❧❛r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸
✸✳✷✳✷✳ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✸✳ ❆❧❣✉♥❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✸✳✶ Pr♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦
❙❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❝♦♠♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ q✉❡ t✐❡♥❡ ❧❛s ♣❡rs♦♥❛s
❞❡ ❝♦❧♦❝❛r ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦ ♥✉♠❡r♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❡♥ ✉♥ r❡❝✐♣✐❡♥t❡ ♦ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❬✸❪✳ ▲♦s
♦❜❥❡t♦s q✉❡ s❡ ✐♥t❡♥t❛rá♥ ♣♦♥❡r ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ♣✉❡❞❡♥ s❡r s✐♠✐❧❛r❡s ❡♥ ❢♦r♠❛
❣❡♦♠étr✐❝❛ ✭❛♠♣❧✐✜❝❛❞♦s ♦ r❡❞✉❝✐❞♦s✮ ♦ ♥♦ ✭❡❥✿ ❝✉❛❞r❛❞♦s✱ ❝ír❝✉❧♦s✱ ♦❝tá❣♦♥♦s✮✱ ❡❧
✾
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✵
❝♦♥t❡♥❡❞♦r ♣✉❡❞❡ s❡r ❝✉❛❞r❛❞♦✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡♥tr❡ ♦tr♦s ✜❣✉r❛s r❡❣✉❧❛r❡s
❛sí ❝♦♠♦ ✐rr❡❣✉❧❛r❡s ❬✺❪✳
❯♥ ♦❜❥❡t♦ ❝✐r❝✉❧❛r s❡ ❞❡✜♥❡ ❝♦♠♦ S = {x :‖ x − x0 ‖≤ R}✱ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛
✉t✐❧✐③❛❞❛ ♣✉❡❞❡ s❡r ♦ ♥♦ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛✳ ❙❡ ❛♣r♦①✐♠❛ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ♣♦r ✉♥❛
♠❛❧❧❛✱ ❞❡ t❛❧ ♠♦❞♦ q✉❡ ❧♦s ❝❡♥tr♦s ❞❡ ♦❜❥❡t♦s s❡ ✉❜✐q✉❡♥ ❡♥ ❧♦s ♣✉♥t♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
❧❧❛✳ ❈♦♥✈✐rt✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❞❡❝✐s✐ó♥ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❤✐♣ót❡s✐s ❛
❡✈❛❧✉❛r ❡s✿ ➽❙❡ ❞❡❜❡ ❝♦❧♦❝❛r ❡❧ ♦❜❥❡t♦ Ri ❡♥ ❡❧ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛ N❄✳ ❊s ❞❡ ♥♦t❛r q✉❡
❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ♣♦r ❡❧ ❤❡❝❤♦ ❞❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛ N ✱ s❡ ❛
❝♦♥✈❡rt✐❞♦ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥t❡r♦✳
◆♦ s❡ ♣❡r♠✐t❡ ✐♥t❡rs❡❝❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦s xij = 0 ♣❛r❛ j ∈
I, l ∈ K ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ dij ≤ Rk + Rl ✳ ❆❞❡♠ás s❡ ❛s✉♠❡ q✉❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❛rtí❝✉❧♦s
❝♦♥ t❛♠❛ñ♦ ❞❡s✐❣✉❛❧ ❡s ❧✐♠✐t❛❞❛ ♦ ✐❧✐♠✐t❛❞❛✳ ❯♥ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡
♦❜❥❡t♦s ❝✐r❝✉❧❛r❡s ❢✉❡ ❢♦r♠✉❧❛❞♦ ❡♥ ❬✻❪✿
♠✐♥ r0 ✭✸✳✶✮
s✉❥❡t♦ ❛✿
√
x2i + y
2
i + r ≤ r0 ✐❂✶✱✳✳✳✱◆ ✭✸✳✷✮
2r ≤ dij ❥❂✶✱✳✳✳✱◆ ✐❁❥ ✭✸✳✸✮
❊st❡ ♠♦❞❡❧♦ ✐♠♣✐❞❡ ❡❧ tr❛s❧❛♣❡ ❡♥tr❡ ❝ír❝✉❧♦s ② ❝♦♠♦ ❧♦ ♥♦t❛ ❡❧ ❧❡❝t♦r ✉♥❛ ❞❡ ❧❛s
r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❡s ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ❣❡♥❡r❛♥❞♦ q✉❡ ❧❛ r❡❣✐ó♥ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛ s❡❛ ♥♦ ❝♦♥✈❡①❛✳ ❆❧
s❡r ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ✭◆▲P✮✱ s❡ ❡s♣❡r❛ q✉❡ ❣❡♥❡r❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❛♣r♦①✐♠❛❞❛s ❞❡
❛❧t❛ ❝❛❧✐❞❛❞✳ ❈♦♥tr❛r✐♦ ❛ ❧♦ ❡s♣❡r❛❞♦ ❧❛ ♠❛②♦rí❛ ❞❡ ❧♦s s♦❧✈❡r ✭◆▲P✮ ♥♦ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥
ó♣t✐♠♦s ❣❧♦❜❛❧❡s ❬✼❪✳ ❙❡ ❤❛ r❡❝♦♠❡♥❞❛❞♦ ✉s❛r ❛❧❣♦r✐t♠♦s q✉❡ ✉s❡♥ ❡str❛t❡❣✐❛s ❞❡
❜úsq✉❡❞❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦s ❤❡✉ríst✐❝♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛ ♣❛r❛
❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s ❬✽✱ ✾❪✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✶
✸✳✶✳✶ ➽❈♦♠♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❝❧❛s✐❢✐❝❛r ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡
❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦❄
▲❛ ❢❛❝✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♣♦❞❡r ❝❧❛s✐✜❝❛r ✉♥ tr❛❜❛❥♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ♣❡r♠✐t❡ ❞❡t❡r✲
♠✐♥❛r✱ ❡❧ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❛♣♦rt❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐❝❤❛ ❧❛❜♦r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐✈❛✳ ❆❧❣✉♥❛s ✐❞❡❛s ✐♥✐❝✐❛❧❡s
s♦❜r❡ ❝♦♠♦ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛r ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐♦♥❡s✱ ❢✉❡ ♣r♦♣✉❡st♦ ❡♥ ❬✶✵❪✱ ❧✉❡❣♦
♠❡❥♦r❛❞♦ ♣♦r ❬✶✶❪✳ ❊♥ ❬✶✵❪ s❡ ♣r♦♣♦♥❡ ❝✉❛tr♦ ❝❛t❡❣♦rí❛s ❡s♣❡❝í✜❝❛s ♣❛r❛ ❧❛ ❝❧❛s✐✜❝❛✲
❝✐ó♥✳ ●r❛♥ ♣❛rt❡ ❞❡ ❡stá s❡❝❝✐ó♥ s❡ ❜❛s❛ ❡♥ ❧❛s ✐❞❡❛s ♣✉❜❧✐❝❛❞❛s ❡♥ ❧♦s ❞♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s
tr❛❜❛❥♦s✱ t♦♠❛❞♦s ❝♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ❝♦♥♦❝✐♠✐❡♥t♦ ❜ás✐❝♦ ♣❛r❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ② ❝❧❛s✐✜❝❛r
❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡✳
✶✳ ❉✐♠❡♥s✐ó♥
❯♥❛ ❞✐♠❡♥s✐ó♥
❉♦s ❞✐♠❡♥s✐ó♥
❚r❡s ❞✐♠❡♥s✐ó♥
▼ás ❞❡ tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s
✷✳ ❚✐♣♦ ❞❡ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥
❙❡ ❛s✐❣♥❛♥ t♦❞♦s ❧♦s ♦❜❥❡t♦s
◆♦ s❡ ❛s✐❣♥❛♥ t♦❞♦s ❧♦s ♦❜❥❡t♦s
✸✳ ❱❛r✐❡❞❛❞ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s
❖❜❥❡t♦s s✐♠✐❧❛r❡s
❖❜❥❡t♦s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢♦r♠❛s
✹✳ ❱❛r✐❡❞❛❞ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s ❊st❛ ❞✐✈✐só♥ ❤❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❢♦r♠❛ ② ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡
❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s
P♦❝♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✷
❊❧❡♠❡♥t♦s s✐♠✐❧❛r❡s
▼✉❝❤♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ♠✉❝❤❛s ❢♦r♠❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s
▼✉❝❤♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ♣♦❝❛s ❢♦r♠❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s
❙❡ ❤❛ ♣♦❞✐❞♦ ♥♦t❛r ❡♥ ♣árr❛❢♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s q✉❡ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❧♦s tr❛❜❛❥♦s ❡♥
❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❡s ❧❛ ❡✜❝✐❡♥t❡ ❝♦❧♦❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❡♥ ✉♥❛ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
s✐♥ ♣r❡s❡♥t❛r s✉♣❡r♣♦s✐❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s✱ ❝✉♠♣❧✐❡♥❞♦ ❝♦♥ ✉♥❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ❢✉♥✲
❝✐ó♥ ❞❡ ❣❛♥❛♥❝✐❛✳ ❉❛❞♦ ❡st❡ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❧❛ ♠❛②♦r ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ r❛❞✐❝❛ ❡♥ ❧❛ ❣❡♦♠❡trí❛
❞❡ ❧❛s ✜❣✉r❛s q✉❡ s❡ ❞❡❜❡♥ ❡♠❜❛❧❛r ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❤❛② ✜❣✉r❛s r❡❣✉❧❛r❡s
✭❝ír❝✉❧♦s✱ ❝✉❛❞r❛❞♦s✱ ❡t❝✮ ♦ ✜❣✉r❛s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s ♦ ❛s✐♠étr✐❝❛s✳
▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✱ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ❡❥❡♠♣❧♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝✲
t❛♥❣✉❧❛r ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❝❛s♦ ❆✮ t✐❡♥❡ ❡❧ ❡♠❜❛❥❛❧❛ ❞❡ ✜❣✉r❛s r❡❣✉❧❛r❡s✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❇✮
♠✉❡str❛ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✜❣✉r❛s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✳
A) B) 
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✿ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✜❣✉r❛s r❡❣✉❧❛r❡s ❡ ✐rr❡❣✉❧❛r❡s
✸✳✶✳✶✳✶ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ✐❞é♥t✐❝♦s
❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ♠ás ❛t❛❝❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ár❡❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❝♦♥s✐❞❡✲
r❛ ❡♠♣❛❝❛r ❡❧ ♠❛②♦r ♥ú♠❡r♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❝♦♥ t❛♠❛ñ♦ s✐♠✐❧❛r ✭✉♥✐t❛r✐♦✮✱ ❡♥
❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♠ás ♣❡q✉❡ñ♦ ❬✶✷❪✳❈✉❛♥❞♦ s❡ ❡stá ❡♠❜❛❧❛♥❞♦ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡♥✲
tr♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s s❡ ❝♦♥♦❝❡ ❝♦♠♦ ✭❝✐r❝❧❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❈PP✮✳ P❧❛♥t❡❛r ❡str❛t❡❣✐❛s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✸
❡①❛❝t❛s ❝♦♠♦ ❤❡✉r✐st✐❝❛s ♠✉❝❤❛s ❞❡ ❡❧❧❛s ✐♥s♣✐r❛❞❛s ❡♥ ♠ét♦❞♦s ❢ís✐❝♦s✱ q✉❡ ❝♦♠♣✉✲
t❛❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ s❡ ❝♦♥♦❝❡♥ ❝♦♠♦ ❝✉❛s✐✲❢ís✐❝♦s ❬✶✸❪✱ ❡s ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧❛❜♦r ♣❛r❛ ♠✉❝❤♦s
✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ❡♥ ❡st❛ ár❡❛✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❝❛rt❡s✐❛♥❛s
❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❡s ❡①♣r❡s❛❞♦ ❞❡ ❧❛ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❢♦r♠❛✿
▼❛① ✭✸✳✹✮
❙✉❥❡t♦ ❛✿
x2i + y
2
i ≤ (1− r)2 i ∈ I ✭✸✳✺✮
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 ≥ 4r2 (i, j) ∈ I × I, i < j ✭✸✳✻✮
−r + ri ≤ yi ≤ r − ri i ∈ I ✭✸✳✼✮
−r + ri ≤ xi ≤ r − ri i ∈ I ✭✸✳✽✮
r ≥ 0 ✭✸✳✾✮
❊♥ ❬✶✹❪ ✉s❛♥ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❝♦♥✜❣✉r❛✲
❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ✉♥❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡ 66 ≤ N ≤ 100✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❬✶✺❪ ✉s❛♥ ✉♥
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣♦❧♦s♦ ♣❛r❛ ♣r♦❜❛r ❧❛s ❡str❛t❡❣✐❛s ♣r♦♣✉❡st❛s ❝♦♥ ✷✵ ❝♦♥❥✉♥t♦s ❞❡ ✐♥st❛♥✲
❝✐❛s ❝❧ás✐❝❛s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❛♣♦rt❡ r❡❛❧✐③❛❞♦s ❡s ❞✐s❡ñ❛r ✉♥ ❝r✐t❡r✐♦ ❞❡ ❡✈❛❧✉❛✲
❝✐ó♥ ❤í❜r✐❞♦ ❧♦❝❛❧ q✉❡ ❜❡♥❡✜❝✐❛ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✳ ❖tr♦s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ❡♠♣❧❡❛r♦♥
♣r✐♥❝✐♣✐♦s ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ♠✉② ❜✉❡♥♦s ✐♥❝✉♠❜❡♥t❡s ✉s❛♥❞♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦s
❝✉❛s✐✲❢ís✐❝♦s ❬✶✻✱ ✶✼❪ ♦ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❜✐❧❧❛r ❬✶❪✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✷ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡
❧♦s ❝❛s♦s ❝♦♥ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣✉❜❧✐❝❛❞♦s ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❡♥ ❡❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ✉♥✐t❛r✐♦
❞❡ ❝ír❝✉❧♦s✳
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✸ s❡ ♠✉❡str❛♥ ♦tr❛s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛
❡❧ ♠✐s♠♦ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❞✐❝❤❛s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❢✉❡r♦♥ ❞❡s❛rr♦❧❧❛❞❛s ✉s❛♥❞♦ ✉♥ ♠ét♦❞♦
❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ q✉❡ ✉s❛ ❝♦♥❝❡♣t♦s ❞❡ ❡♥❡r❣í❛ ♣❛r❛ ♠❡❥♦r❛r ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥✳
❊♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s ❡❧ ❝✐r❝✉❧♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✭❝♦♥t❡♥❡❞♦r✮ t✐❡♥❡ ❡❧ ♠✐s♠♦ t❛♠❛ñ♦✱ ♣❡r♦
❧♦s t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❧♦s ❝ír❝✉❧♦s ❡♠❜❛❧❛❞♦s s❡ ❝❛♠❜✐❛ ❜✉s❝❛♥❞♦ ♠❛①✐♠✐③❛r ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡
♦❜❥❡t♦s ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✹
❋✐❣✉r❛ ✸✳✷✿ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✉♥✐t❛r✐♦✱ t♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬✶❪
❋✐❣✉r❛ ✸✳✸✿ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✉♥✐t❛r✐♦✱ t♦♠❛❞♦ ❞❡ ❬✷❪
✸✳✶✳✶✳✷ ❊♠♣❛❝❛r ❝ír❝✉❧♦s ♥♦ ✐❞é♥t✐❝♦s
❯♥❛ ✈❡rt✐❡♥t❡ ❞❡❧ ❈PP ❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛r ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ✜♥✐t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ♥♦ ✐❞é♥t✐❝♦s
q✉❡ s❡ q✉✐❡r❡ ❡♠♣❛❝❛r ❡♥ ❡❧ ♠❡♥♦r ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r ♣♦s✐❜❧❡✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛
❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❡s s❡♠❡❥❛♥t❡ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡ ❝❛❞❛ ♦❜❥❡t♦✱ ❡❧ r❛❞✐♦✱
✐♠♣✐❞✐❡♥❞♦ ❡❧ tr❛s❧❛♣❡ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s q✉❡ ♠✐♥✐♠✐❝❡ ❡❧ ❞❡s♣❡r❞✐❝✐♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❊❧
♣r♦❜❧❡♠❛ s❡r✐❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❧♦s ♥✐✈❡❧❡s ó♣t✐♠♦s ♣❛r❛ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞❡❝✐s✐ó♥ r, (x, y) ②
(xi, yi), i ∈ I s✐❡♥❞♦✿
▼✐♥ ✭✸✳✶✵✮
❙✉❥❡t♦ ❛✿
(xi + x)
2 + (yi + y)
2 ≤ (r − ri)2 i ∈ I ✭✸✳✶✶✮
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✺
(xi − xj)2 + (yi − yj)2 ≥ (ri + rj)2 (i, j) ∈ I × I, j < i ✭✸✳✶✷✮
r ≥ LBr ✭✸✳✶✸✮
❞♦♥❞❡ LBr =
√∑
i∈I
r2i ✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ♣r✐♠❡r❛ ❢❛♠✐❧✐❛ ❞❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ♦❜❧✐❣❛ ❧❛ ❝♦♥✲
t❡♥❝✐ó♥ ♣❧❡♥❛ ❞❡ ❝❛❞❛ ❝✐r❝✉❧♦✳ ▲❛ s❡❣✉♥❞❛ ❢❛♠✐❧✐❛ ❞❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ♣r♦t❡❣❡ ❧❛ s✉♣❡r✲
♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❝✉❛❧q✉✐❡r ♣❛r ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ t❡r❝❡r❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛
✉♥ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❢❡r✐♦r ♣♦s✐t✐✈♦ s♦❜r❡ ❡❧ r❛❞✐♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❊st❛ ♠♦❞❡❧❛❝✐ó♥ ♣♦s❡❡ r❡s✲
tr✐❝❝✐♦♥❡s ♥♦ ❧✐♥❡❛❧❡s ② ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❧✐♥❡❛❧✳
❊❧ ❈PP ♥♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ❛t❛❝❛r ❡✜❝❛③♠❡♥t❡ ❝♦♥ ❡♥❢♦q✉❡s ♣✉r❛♠❡♥t❡ ❛♥❛❧ít✐❝♦s ❬✹❪✱
❞❛❞♦ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥❡ ✈❛r✐♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞✐❢í❝✐❧❡s✿ ❯♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❝♦♥t✐✲
♥✉❛ ② ✉♥♦ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐♦❬✶✽❪✱ s✐♥ ♦❧✈✐❞❛r q✉❡ t✐❡♥❡ ✉♥ ♥ú♠❡r♦ ✐♥✜♥✐t♦ ❞❡ ó♣t✐♠♦s
❛❧t❡r♥❛t✐✈♦s❬✶✾❪✳ ❆❧ ❛✉♠❡♥t❛r ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s✱ ♠❛②♦r s❡rá ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥✲
t♦s ♠í♥✐♠♦s ② ✜❥♦s ❧♦❝❛❧❡s✳ P♦r ❧♦ ❝✉❛❧ ❧❛s ❡str❛t❡❣✐❛s ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ r❡q✉✐❡r❡♥
❡str❛t❡❣✐❛s ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❛❧❝❛♥③❛r ❧♦s ♠í♥✐♠♦✴♠á①✐♠♦ ❣❧♦❜❛❧
❬✷✵❪✳
❊st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❤❛ t❡♥✐❞♦ tr❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✈❡rt✐❡♥t❡s ❞❡ ❡st✉❞✐♦✱ ❞♦♥❞❡ ❡♥ ❡❧
♣r✐♠❡r ❝❛s♦ s❡ ❝♦♥♦❝❡ ❡❧ r❛❞✐♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❙✐ s❡ ♦❜t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ q✉❡
r❡s♣❡t❡ t♦❞❛s ❧❛s r❡str✐❝❝✐♦♥❡s✱ s❡ ♣r♦❝❡❞❡ ❛ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ r❛❞✐♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ▲❛
❞✐s♠✐♥✉❝✐ó♥ ❞❡❧ r❛❞✐♦ s❡ ❤❛❝❡ ❣r❛❞✉❛❧ ② ❡♥ ❝❛s♦ ❞❡ ♥♦ ❡♥❝♦♥tr❛r ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥
q✉❡ ♥♦ t❡♥❣❛ s✉♣❡r♣♦s✐❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❡♠♣❛❝❛❞♦s s❡ ❞❡❥❛ ❡❧ r❛❞✐♦ ❛♥t❡r✐♦r ❬✷✶✱ ✷✷❪✳
❈♦♠♦ s❡❣✉♥❞❛ ❡str❛t❡❣✐❛ s❡ ✉s❛ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❛ q✉❡ ✈❛ ❡♠♣❛❝❛♥❞♦
♦❜❥❡t♦s ② ❜✉s❝❛ ❡❧ ♠❡♥♦r r❛❞✐♦ q✉❡ ❧♦s ❝♦♥t❡♥❣❛✳ P♦r ❧♦ ❣❡♥❡r❛❧ s❡ ✉t✐❧✐③❛♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦s
❝♦♥ ✈❛r✐❛s ❢❛s❡s ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡♥ ✉♥❛ s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡♥ ✉♥ ♦❜❥❡t♦✱ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ ♣r♦❝❡❞❡
❛ ❡♥❝♦♥tr❛r ❡❧ r❛❞✐♦ ❞❡ ♠❡♥♦r t❛♠❛ñ♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✱ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ❞✐❝❤♦ r❛❞✐♦ s❡
✜♥❛❧✐③❛ ❝♦♥ ✉♥ r❡✲❛❝♦♠♦❞♦ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ✐♥tr♦❞✉❝✐❞♦s ❡ ✐t❡r❛♥❞♦ ♥✉❡✈❛♠❡♥t❡❬✶✾❪✳ ▲❛
✉❧t✐♠❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡str❛t❡❣✐❛s ♠✉❧t✐❛rr❛♥q✉❡ ✉s❛♥❞♦ ❞✐✈❡rs♦s ♦♣t✐♠✐③❛❞♦r❡s✱
❛❧❣✉♥♦s tr❛❜❛❥♦s ❝♦♥ ❡st❡ ❡♥❢♦q✉❡ s❡ ❡♥❝✉❡♥tr❛♥ ❡♥ ❬✶✾✱ ✷✸✱ ✷✹❪✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✻
✸✳✶✳✶✳✸ Pr♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❊♥ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ s❡ t✐❡♥❡ ♥ ❡❧❡♠❡♥t♦s I = {1, 2, ...n}✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ❝♦♥♦❝❡
♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡❧❡♠❡♥t♦ s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❛♥❝❤♦ wi✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ❛❧t♦ hi ❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥t♦ In✳ ▲♦s
❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡❜❡♥ s❡r ✐♥❣r❡s❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ s✐♥ ♣r❡s❡♥t❛r tr❛s❧❛♣❡
❡♥tr❡ ❡❧❧♦s ❞❡ ♠♦❞♦ q✉❡ ♠❛①✐♠✐❝❡♥✴ ♠✐♥✐♠✐❝❡♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ✉t✐❧✐❞❛❞ ❡s♣❡❝í✜❝❛✳
❊♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❡①✐st❡♥ ♠✉❝❤❛s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ♣❡r♦ s❡ ✉s❛♥ tr❡s ❝r✐t❡r✐♦s
♣❛r❛ ❝❧❛s✐✜❝❛r❧♦s✳
❚✐♣♦ ❞❡ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥
❖r❞❡♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s
❖r❞❡♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s
❆❧❣✉♥♦s ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ♠ás ❡st✉❞✐❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ s♦♥ ♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❛
❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
✸✳✶✳✶✳✹ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ str✐♣ ♣❛❝❦✐♥❣
❉❛❞♦ ♥ ❡❧❡♠❡♥t♦s ✭r❡❝tá♥❣✉❧♦s ♣❡q✉❡ñ♦s✮✱ ❝♦♥ s✉ r❡s♣❡❝t✐✈♦ ❛♥❝❤♦ wi✱ ❛sí ❝♦♠♦
❡❧ ❛❧t♦ hi✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❤❛② ✉♥ ♦❜❥❡t♦ ❣r❛♥❞❡ ✭❝♦♥♦❝✐❞♦ ❝♦♠♦ t✐r❛ ♦ str✐♣✮✱ ❞♦♥❞❡ s✉
❛♥❝❤♦ ❲ ❡s ✜❥♦✱ ♣❡r♦ s✉ ❛❧t✉r❛ ❍ ❡s ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❙❡ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♠❡t❛ r❡❞✉❝✐r ❛❧ ♠í♥✐♠♦
❧❛ ❛❧t✉r❛ ❍ ✉s❛❞❛ ❞❡ ❧❛ t✐r❛✱ ♦❜❧✐❣❛♥❞♦ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡❜❛♥ s❡r ❡♠❜❛❧❛❞♦s✳
❊♥ ❬✷✺❪✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ str✐♣ ♣❛❝❦✐♥❣ ❡♥ ❞♦s ② tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ♣❛r❛ ✜❣✉r❛s
r❡❣✉❧❛r❡s ❜❛❥♦ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ s❤❛❦✐♥❣✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡♥ ❬✷✻❪✱ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡
❞❡ ♦❜❥❡t♦s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✳ ▲❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❢♦r♠❛❧ ❞❡ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡stá ❞❛❞❛✿
MinH ✭✸✳✶✹✮
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✼
❙✉❥❡t♦ ❛✿
0 ≤ xi ≤ wi ∀i ∈ N ✭✸✳✶✺✮
0 ≤ yi ≤ hi ∀i ∈ N ✭✸✳✶✻✮
✭✸✳✶✼✮
❙❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❝✉❛tr♦ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ♠ás ♣♦s✐❜❧❡s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✐ ② ❥✳
xi + yi ≤ xj ✭✸✳✶✽✮
xj + yj ≤ xi ✭✸✳✶✾✮
xi + yi ≤ xj ✭✸✳✷✵✮
yi + hi ≤ yj ✭✸✳✷✶✮
yj + hj ≤ yj ✭✸✳✷✷✮
❙✐❡♥❞♦ (xi, yi) ❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ❞❡❧ ❜♦r❞❡ ✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞♦ ❞❡❧ ❡❧❡♠❡♥t♦ ✐✳ ▲❛s ❞♦s
♣r✐♠❡r❛s r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ✐♠♣❧✐❝❛♥ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s✱ s❡ ❞❡❜❡♥ ❝♦❧♦❝❛r ❡♥ ❡❧ ♦❜✲
❥❡t♦ ❣r❛♥❞❡✳ ▲❛s s✐❣✉✐❡♥t❡s ❝✉❛tr♦ ❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ♣r♦t❡❣❡♥ q✉❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❝♦❧♦❝❛❞♦s
❡♥ ❧❛ t✐r❛ ♥♦ s❡ tr❛s❧❛♣❡♥✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✹✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡♥ ❆✮ ✉♥❛ t✐r❛ s✐♥ ❧í♠✐t❡ s✉✲
♣❡r✐♦r ❡♥ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ❧❡ ❞❡❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦❜❥❡t♦s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❡s✳ ❇✮ ♣r❡s❡♥t❛
❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♠✐s♠♦s ♦❜❥❡t♦s ❞❡ ❆✱ ♣❡r♦ ❡♥ ❞♦s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✜♥✐t♦s✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✽
❋✐❣✉r❛ ✸✳✹✿ ❙tr✐♣ ♣❛❝❦✐♥❣
✸✳✶✳✶✳✺ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ár❡❛
❙❡ t✐❡♥❡ ♥ ❡❧❡♠❡♥t♦s✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r s✉ ❛♥❝❤♦ wi✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ❛❧t♦ hi✱
❛❞❡♠ás s❡ t✐❡♥❡ ✉♥ ❣r❛♥ ♦❜❥❡t♦ ❝✉②♦ ❛♥❝❤♦ ❲ ② ❛❧t✉r❛ ❍ s♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞
❞❡ ❡st❡ ♠♦❞❡❧♦ ❡s ♠✐♥✐♠✐③❛r ❡❧ ár❡❛ t♦t❛❧ ✉s❛❞❛ WXH ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ q✉❡ t♦❞♦s
❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡❜❡♥ s❡r ❝♦❧♦❝❛❞♦s ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ ❣r❛♥ ♦❜❥❡t♦ ♦ t✐r❛✳ ❉✐❝❤♦ ♠♦❞❡❧♦ ❡s
♠✉② ✉s❛❞♦ ❡♥ ❡❧ tr❛♥s♣♦rt❡ ❞❡ ❝❛r❣❛✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ q✉✐❡r❡ ❞✐s♠✐♥✉✐r ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ✉s❛❞♦
❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ P✉❡st♦ q✉❡ ✉♥❛ ✐♥❡✜❝✐❡♥t❡ ✉t✐❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠✐s♠♦ ✐♠♣❧✐❝❛rí❛ ♠❛②♦r❡s
❝♦st♦s ❡♥ ❡❧ tr❛s❧❛❞♦✳ ❊♥ ❬✷✼❪✱ ❙❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❞♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ✭❇úsq✉❡❞❛ ❞❡ ár❜♦❧✱
❣❡♥ét✐❝♦✮ ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡ q✉✐♥❝❡ ❝❛s♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡♥
❞✐❡③ ❞❡ ❡❧❧♦s ♠❡❥♦r❛r ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♥✉❡✈❛s ✐♥st❛♥❝✐❛s ♣❛r❛
tr❛❜❛❥♦s ❢✉t✉r♦s✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ♠✉② s✐♠✐❧❛r ❛❧ ♠♦str❛❞♦ ❡♥ ❧❛
s✉❜s❡❝❝✐ó♥ ❛♥t❡r✐♦r✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛♠❜✐♦ ❡s ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✶✾
✸✳✶✳✶✳✻ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❜✐♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❡♥ ❞♦s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s
❙❡ t✐❡♥❡ ♥ ❡❧❡♠❡♥t♦s✱ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡✜♥✐❞♦ ♣♦r s✉ t❛♠❛ñ♦ ai✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ t✐❡♥❡ ◆
❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❡ ♣❡s♦ ❱✳ ❊❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ✉t✐❧✐③❛r ❧❛ ♠❡♥♦r ❝❛♥t✐❞❛❞ ♣♦s✐❜❧❡
❞❡ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s q✉❡ ♣❡r♠✐t❛♥ ❡♠❜❛❧❛r t♦❞♦s ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s✳ ❯♥ ♠♦❞❡❧♦ tí♣✐❝♦ ♣❛r❛
❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❬✷✽❪✱ ❞✐❝❤♦ ♠♦❞❡❧♦ s❡ ✐❧✉str❛ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛❝✐ó♥✳
▼✐♥
∑
i∈I
yi ✭✸✳✷✸✮
❙✉❥❡t♦ ❛✿
Ni ≥ 1 ✭✸✳✷✹✮∑
j∈n
ajxij ≤ V yi i ∈ n ✭✸✳✷✺✮
∑
i∈n
xij = 1 j ∈ n ✭✸✳✷✻✮
yij ∈ {0, 1} i ∈ n ✭✸✳✷✼✮
xij ∈ {0, 1} i ∈ n j ∈ n ✭✸✳✷✽✮
❉♦♥❞❡ yi = 1 s✐ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ✭❜✐♥✮ ❡s ✉s❛❞♦ ② xij ❡s ❡❧ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❥✱ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡✲
❞♦r ❧❧❛♠❛❞♦ ❝♦♠♦ ❜✐♥ ✐✳ ▲❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ✷✳✶✺ ❤❛❝❡ q✉❡ ❛❧ ♠❡♥♦s ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r s❡ ❞❡❜❛
❛❜r✐r ♣❛r❛ ❣✉❛r❞❛r ❧♦s ♦❜❥❡t♦s✳ ▲❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✷✳✶✻✱ ♥♦ ♣❡r♠✐t❡ q✉❡ s❡ ♣♦♥❣❛♥ ♠❛②♦r
❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❱ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r Ni✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ♣✉❡st♦s ai✳ ▲❛ s✐❣✉✐❡♥t❡
r❡str✐❝❝✐ó♥ ❤❛❝❡ q✉❡ s✐✱ s❡ ❛❜r❡ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❡st❡ t❡♥❣❛ ✉♥ ♦❜❥❡t♦✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛s
❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✸✳✷✼✲✸✳✷✽ s♦♥ ❧❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✺✱ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❛❝♦♠♦❞♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦❜❥❡t♦s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❡s ❡♥ tr❡s ♦
❝✉❛tr♦ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ❞❡ ✐❣✉❛❧ ❝❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ✭❜✐♥✮✱ s✐❡♥❞♦ ❆✮ ✉♥❛ ❜✉❡♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧
♣r♦❜❧❡♠❛ ♣❡r♦ ❇✮ ❡s ❧❛ ♦♣t✐♠❛ ♣✉❡s ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ✉♥ ❜✐♥ ❡♥ ❡❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✵
❋✐❣✉r❛ ✸✳✺✿ ❊♠❜❛❧❛❥❡ ❡♥ ❜✐♥
✸✳✶✳✶✳✼ Pr♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦❝❤✐❧❛ ❡♥ ❞♦s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s
❙❡ t✐❡♥❡ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ■ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s✱ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ❡❧❡♠❡♥t♦ i ∈ I s❡ ❧❡ ❝♦♥♦❝❡
s✉ ❛♥❝❤♦ wi✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧ ❛❧t♦ hi ② ✉♥ ✈❛❧♦r ci✳ ❆❞❡♠ás s❡ ❝✉❡♥t❛ ❝♦♥ ✉♥❛ ♠♦❝❤✐❧❛
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥ ❛♥❝❤♦ ❲ ② ❧❛r❣♦ ❍✳ ❙❡ ♣r❡t❡♥❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ✉♥ s✉❜❝♦♥❥✉♥t♦ I´ ⊆ I
❝♦♥ ✉♥ ✈❛❧♦r ♠á①✐♠♦ t♦t❛❧ sumi∈Ici✱ t❛❧ q✉❡ t♦❞♦s ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s I ∈ I´ ♣✉❡❞❡♥
s❡r ❡♠♣❛❝❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ♠♦❝❤✐❧❛✳ ❯♥♦ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦❝❤✐❧❛ ❡♥ ❞♦s
❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❡s ♣r❡s❡♥t❛❞♦ ❡♥ ❬✷✾❪✳
▼❛①
∑
i∈m
cixi ✭✸✳✷✾✮
s✉❥❡t♦ ❛✿
∑
i∈m
wihixi ≤ W ×H ✭✸✳✸✵✮
xi ∈ {0, 1, ..., ui} ✭✸✳✸✶✮
xi ❝♦♣✐❛s ❞❡ t✐♣♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭✸✳✸✷✮
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✶
❆❞✐❝✐♦♥❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ ❛♥t❡r✐♦r ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❞♦s ♠ét♦❞♦s ❜✐❡♥ ❝♦✲
♥♦❝✐❞♦s ❡♥ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❡❧ ❞❡ ❛rr✐❜❛ ❤❛❝✐❛ ❛❜❛❥♦ ② ❧♦s ❡♥❢♦q✉❡s ❞❡ ❛❜❛❥♦ ❤❛❝✐❛
❛rr✐❜❛✳ ❙♦♥ ♠❡③❝❧❛❞♦s ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡♥✲
❝✉❡♥tr❛♥ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ó♣t✐♠❛ ❡♥ ♠✉❝❤♦s ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s ❡♥ t❛♠❛ñ♦s ♠♦❞❡r❛❞♦s✱ ❞❡❥❛♥❞♦
❛trás ❛ ❧♦s ❞❡♠ás ♠ét♦❞♦s ❡♥ s✐t✉❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❣r❛♥ t❛♠❛ñ♦✳
▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✻ ✐❧✉str❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s ♠ás ❝♦♥♦❝✐❞♦s ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❧❛ ♠♦❝❤✐❧❛
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❧❧❡✈❛r ❡❧ ♠❛②♦r ♣❡s♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❛❧ ♠❡♥♦r
❝♦st♦✳
❋✐❣✉r❛ ✸✳✻✿ ▼♦❝❤✐❧❛ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✸✳✶✳✶✳✽ ❈❛r❣❛ ❞❡ ♣❛❧❡ts ✭P❛❧❧❡t ❧♦❛❞✐♥❣✮
❙❡ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❣r❛♥ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s ❞❡ ✐❞é♥t✐❝❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ✭✇✱❤✮ ② ✉♥
♦❜❥❡t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡ ❝❛♣❛❝✐❞❛❞ ❣r❛♥❞❡ ✭❲✱❍ ✮✱ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❡s ♣♦♥❡r ❡❧ ♠❛②♦r ♥ú♠❡r♦
❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s ❡♥ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ s❡ ♣❡r♠✐t❡ q✉❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❣✐r❡♥
✾✵◦✳
❊♥ ❬✸✵❪✱ r❡♣r❡s❡♥t❛♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❝❛r❣❛ ❞❡ ♣❛❧❡ts ❝♦♠♦ ✉♥ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♣r♦✲
❜❧❡♠❛s ❞❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝✐❛ ♠á①✐♠❛ ♣❛r❛ ❞✐✈✐❞✐r❧♦ ♣♦r ❣r✉♣♦s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ❜♦r❞❡s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✷
❞❡ ❛❣r✉♣❛❝✐ó♥ ✐♥t❡r s❡ r❡❧❛❥❛♥ ❝♦♥ té❝♥✐❝❛s ❧❛❣r❛♥❣✐❛♥❛s✳ ❉❡s♣✉és ❝♦♥ ❡st♦s r❡s✉❧✲
t❛❞♦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♥ ✉♥ ❡♥❢♦q✉❡ ❞❡ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦❧✉♠♥❛s ♣❛r❛ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♦❜t❡♥✐❞♦
❡♥ ❡❧ ♣❛s♦ ❛♥t❡r✐♦r✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ♣r♦♣♦♥❡r ❡①t❡♥❞❡r ❧❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♥❞♦
✉♥ ❇r❛♥❝❤✲❈✉t✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✼ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❝♦♥✜❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛❧❡t✱ ♣❛✲
r❛ ♠♦✈✐❧✐③❛r ♠❡r❝❛♥❝í❛ ❡♥ ✉♥ ✈❡❤í❝✉❧♦ ❛❞❡♠ás ❞❡ ✉♥❛ ❡str✉❝t✉r❛ ♥♦ s❡❣✉r❛ ♣❛r❛ ❡❧
♠❡♥❝✐♦♥❛❞♦ ♦❜❥❡t✐✈♦✳
❋✐❣✉r❛ ✸✳✼✿ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♣❛❧❡t
✸✳✷ ❚r❛❜❛❥♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s ❡♥ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦
❞❡ ♦❜❥❡t♦s
❊♥ ❡stá s❡❝❝✐ó♥ s❡ ❤❛rá ✉♥❛ r❡✈✐s✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s tr❛❜❛❥♦s r❡❛❧✐③❛❞♦s ❡♥
❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s✱ s✐♥ ❞✐s❝r✐♠❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ✭❡①❛❝t♦ ♦ ❤❡✉rís✲
t✐❝♦✮✱ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ✭❧✐♥❡❛❧ ♦ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✮✱ P❡r♦ s✐ ❤❛rá ✉♥❛ s❡♣❛r❛❝✐ó♥ s✐ ❧❛s
✜❣✉r❛s s♦♥ r❡❣✉❧❛r❡s ♦ ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✸
✸✳✷✳✶ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s r❡❣✉❧❛r❡s
❊♥ ✶✾✾✺ ❬✸✶❪✱ ❡st✉❞✐❛♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛r ❝ír❝✉❧♦s ❝♦♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s
❞✐❢❡r❡♥t❡s✱ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ ♠✐s♠♦ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❋♦r♠✉❧❛♥❞♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♦♣t✐✲
♠✐③❛❝✐ó♥ ❡♥t❡r❛ ♠✐①t❛ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✱ ❞✐❝❤♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ❛t❛❝❛❞♦ ❝♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❤❡✉r✐st✐❝❛s
✐♥❝❧✉②❡♥❞♦ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥ét✐❝♦✳Pr♦❜❛♥❞♦ ❧❛s ❤❡✉r✐st✐❝❛s ❝♦♥ ✻✻ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❣❡♥❡✲
r❛❞♦s ❛❧❡❛t♦r✐❛♠❡♥t❡✳Pr❡s❡♥t❛♥❞♦ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ❧❛s ❤❡✉r✐st✐❝❛s s❡♠✐❛❧❡❛t♦r✐❛s
② ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥ét✐❝♦✳
❊♥ ✶✾✾✽ ❬✶❪✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡♥s♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡♥tr♦ ❞❡ ✉♥ ❝♦♥✲
t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r✱ ❞✐s❡rt❛♥❞♦ ❝♦♥ ❞♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✱ ✉s❛♥❞♦ ❢♦r♠✉✲
❧❛❝✐♦♥❡s ♥♦ ❧✐♥❡❛❧❡s ② ❜✐♦❥❡t✐✈♦s✳ ❚❡♥✐❡♥❞♦ ✉♥ t♦t❛❧ ❞❡ ✻✺ ❝ír❝✉❧♦s ✐♥❣r❡s❛❞♦s ❞❡♥tr♦
❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r✳
P❛r❛ ❡❧ ✷✵✵✷ ❬✷✶❪✱ ✉s❛♥❞♦ ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠❛t❡♠át✐❝❛ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ♣r♦♣♦♥❡♥ ✉♥
❛❧❣♦r✐t♠♦ ❜✐♦✲✐♥s♣✐r❛❞♦ ❧❧❛♠❛❞♦ ✧◗✉❛s✐✲❤✉♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✧✱ ❞✐❝❤♦ ♠ét♦❞♦ ❜✉s❝❛ ❡❧
❧✉❣❛r ❝♦♥ ♠❛②♦r ár❡❛ ♣❛r❛ ❝♦❧♦❝❛r ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♦❜❥❡t♦ ② ❛sí ♠❛①✐♠✐③❛r ❡❧ ár❡❛ ♦❝✉♣❛❞❛
❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❙✐❡♥❞♦ ❡stá ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s s✐♠✐❧❛r ❛ ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ ❚❛❜ú✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✵✺ ❬✶✼❪✱ ❈♦♠❜✐♥❛♥ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ t❛❜ú ❝♦♥ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦
❞❡ r❡❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡✈✐t❛r ❝✐❝❧✐s♠♦s✱ ♠❡❥♦r❛r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛❝✐ó♥
② ♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ ❜úsq✉❡❞❛ ❡st♦❝ást✐❝❛ ❞❡ ❣r❛♥ ❛❧❝❛♥❝❡✳ ❊stá ❡str❛t❡❣✐❛ s❡ ♣r✉❡❜❛ ❝♦♥
❛❧❣✉♥♦s ❝❛s♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✱ ♦❜t❡♥✐❡♥❞♦ ❜✉❡♥♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❡♠♣❛✲
q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r✳
❊♥ ❬✸✷❪✱ P❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡s✐❣✉❛❧❡s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✲
❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡ ❞♦s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥ ❞♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❣♦❧♦s♦s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧
♣r✐♠❡r ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡s❝♦❥❛ ❡❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ❝✐r❝✉❧♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡❧ ❣r❛❞♦ ♠á①✐♠♦ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐✲
❞❛❞ ❞❡❧ r❡❝✐♣✐❡♥t❡✱ ✐♠✐t❛♥❞♦ ❧❛s ❡str❛t❡❣✐❛s ❤✉♠❛♥❛s ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡
♠ét♦❞♦✱ ♠❡❥♦r❛ ❡❧ ❛♥t❡r✐♦r ❡♥ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛✳ ❙❡ r❡❛❧✐③❛ ✉♥❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥
❝♦♥ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ♣✉❜❧✐❝❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❋✐♥❛❧✐③❛♥ ❡❧ tr❛❜❛❥♦
♣r♦♣♦♥✐❡♥❞♦ ✐♥❣r❡s❛r❧❡ ❛ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ♣❛r❛ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❧❛ ❡①♣❡r✐❡♥❝✐❛ ❤✉♠❛♥❛✱ ❡♥
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✹
❡stá ❧❛❜♦r✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✵✼ ❬✸✸❪✱ r❡❛❧✐③❛♥ ✉♥ tr❛❜❛❥♦ ❡♥ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❢r✉t❛s s✐♠✐❧❛r❡s
❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t❛♠❛ñ♦s✳ P❧❛♥t❡❛♥❞♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♠❡③❝❧❛✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ♣❡r♠✐t❡ ❛s✐❣♥❛r
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦r✐❣❡♥ ❞❡❧ ❜✐♥ ❛ ❧❛s ❢r✉t❛s✱ ❡♥ ❧♦s ❧✉❣❛r❡s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡ ♣r❡❡st❛✲
❜❧❡❝✐❞♦s✳ ❉á♥❞♦❧❡ ✉♥❛ ❛❧t❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❛ ❧❛ tr❛③❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ♣r♦❞✉❝t♦✱ ♣✉❡st♦ q✉❡
✉♥✐❞♦ ❛ ✉♥❛ ❝♦rr❡❝t❛ ❛❣r✉♣❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❢r✉t❛s ❝♦♥ t❛♠❛ñ♦s s✐♠✐❧❛r❡s ❡♥ ❡❧ ♠✐s♠♦
❝♦♥t❡♥❡❞♦r✱ ♣❡r♠✐t❡ ✉♥ ♠❛②♦r ♣r❡❝✐♦ ❞❡ ✈❡♥t❛ ❞❡❧ ✐♥s✉♠♦ ② ♣♦r ❝♦♥s✐❣✉✐❡♥t❡ ♠❛②♦r
r❡♥t❛❜✐❧✐❞❛❞ ♣❛r❛ ❧❛ ✜r♠❛✳ ▲♦s ❛♥á❧✐s✐s ❞❡ ❧❛ ✐♥❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❧♦s r❡❛❧✐③❛♥ ✉s❛♥❞♦ ❡str❛✲
t❡❣✐❛s ❡st❛❞íst✐❝❛s ② ♣❧❛♥t❡❛♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❜❛②❡s✐❛❞♦ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧❛ ✐♥❡r❝✐❛ ❞❡❧
❢❡♥ó♠❡♥♦✳
❊♥ ❬✸✹❪✱ Pr❡s❡♥t❛♥ ✉♥ ❝❛s♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❡♥ ✉♥
❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛r❛ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛ ❞❡ ❧❛s ♠♦t♦❝✐❝❧❡t❛s ❝♦♥ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❡s♣❡✲
❝✐✜❝❛s ❛❝♦r❞❡s ❛ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡❧ ❝❧✐❡♥t❡✳ ❉✐❝❤❛s r❡str✐❝❝✐♦♥❡s s♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❞❛s ❛❧
♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ r❡❛❧✐③❛r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ❞❡ ❡♥t♦r♥♦s ❡♥ ❧❛s ❜úsq✉❡❞❛s ❧♦❝❛❧❡s ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣♦r ❧♦s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s ♣❡r♠✐t❡♥ r❡❞✉❝✐r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡
❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❞❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❤♦r❛s ❛ s❡❣✉♥❞♦s✳ Pr♦♣♦♥❡♥ ♣❛r❛ ❢✉t✉r♦s tr❛❜❛✲
❥♦s ✐♥tr♦❞✉❝✐r❧❡ ✐♥t❡❧✐❣❡♥❝✐❛ ❛❧ ♠ét♦❞♦ ♣❛r❛ q✉❡ ❧❛s ❞❡❝✐s✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❝❛❞❛
✐t❡r❛❝✐ó♥ ❞❡❥❡♥ ❞❡ s❡r ❛❧❡❛t♦r✐❛s✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✵✽ ❬✸✺❪✱ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤í❜r✐❞♦ ✐♥s♣✐r❛❞♦ ❡♥ té❝♥✐❝❛s ❞❡ r❡✲
❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦✱ ❜úsq✉❡❞❛ ❞❡ ✈❡❝✐♥❞❛❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ② té❝♥✐❝❛s ❝♦♥str✉❝t✐✈❛s ♣❛r❛ ❡❧
♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❝♦♥ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s t✐♣♦ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❛✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛♥ q✉❡ ❧❛
♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r♦♣✉❡st❛ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡❧ ✽✻✳✹✸ % ❞❡ ❡♥❝♦♥tr❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s
✐❣✉❛❧❡s ♦ ♠❡❥♦r❡s ❛ ❧❛s r❡♣♦rt❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳
❊♥ ❡st❡ ♠✐s♠❛ ❛ñ♦ ❬✹❪✱ r❡❛❧✐③❛♥ ✉♥❛ r❡✈✐s✐ó♥ ❡①t❡♥s❛ ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠✲
♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✱ ❝♦♥ ✉♥ ❡♥❢♦q✉❡ ❛❝❛❞é♠✐❝♦ ✈✐♥❝✉❧á♥❞♦❧♦ ❝♦♥ ❡❧ ♣rá❝t✐❝♦✳ ▲♦s ❛✉t♦r❡s
❡♥ ❧✐st❛♥ ❛ ♦tr♦s ✐♥✈❡st✐❣❛❞♦r❡s s❡❣ú♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ ❤❛②❛ tr❛✲
❜❛❥❛❞♦ ✭t✐♣♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s✮✱ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ✭❡①❛❝t❛ ♦ ❤❡✉ríst✐❝❛✮✱ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥
♦❜❥❡t✐✈♦ ✭ ♠❛①✐♠✐③❛❝✐ó♥ ♦ ♠✐♥✐♠✐③❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡✲
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✺
t❛♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛ ♣r❡s❡♥t❛♥✿ ❡❧ t✐♣♦ ❞❡ ✐♥❞✉str✐❛ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧♦ ❛♣❧✐❝❛r♦♥✱ ❡❧
t✐♣♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ✭✉♥✐❢♦r♠❡s ♦ ♥♦✮✱ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦ ✭❆♣r♦✈❡❝❤❛♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❡s♣❛❝✐♦
♦ ❡❝♦♥♦♠í❛✮ ② ✜♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ✭❡①❛❝t♦ ♦ ❤❡✉ríst✐❝❛✮✳ ❆❞❡♠ás
❞❡s❝r✐❜❡♥ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ♠❛t❡♠át✐❝♦s tí♣✐❝♦s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ t✐♣♦ ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✳
❚❛♠❜✐é♥ ❡♥ ❡❧ ✷✵✵✽❬✸✻❪✱ tr❛❜❛❥❛♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠❜❛❥❡ ❡♥ tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s
❞❡ ✉♥ ❇✐♥✲P❛❝❦✐♥❣✳ ❯s❛♥ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❢❛❝t✐❜❧❡ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❝♦♥str✉❝✲
t✐✈❛ ❣♦❧♦s❛ ✭●❘❆❙P✮✳ ❉✐❝❤♦ ♣❧❛♥t❡❛♠✐❡♥t♦ t✐❡♥❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ♣❛r❛
❧♦s ♣r♦❞✉❝t♦s✱ ❡s ❞❡❝✐r ♥♦ s❡ ♣❡r♠✐t❡ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ✐♥s✉♠♦s ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦s q✉❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡♥ r♦t❛❝✐ó♥✳ ❊st❛❜❧❡❝✐❡r♦♥ ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s s✉✜❝✐❡♥t❡s ❞❡ ♦♣t✐♠❛❧✐❞❛❞ ❛♥✉❞❛❞♦ ❛ ✉♥❛
❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ♠❡❥♦r❛✳
❊♥ ❬✸✼❪✱ ❯s❛♥ ✉♥❛ ♠❡③❝❧❛ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❡str❛t❡❣✐❛s ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥
❣❧♦❜❛❧ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r✳
❧❛ ❢♦rt❛❧❡③❛ ❞❡ s✉ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ s❡ ❡♥tr❛ ❡♥✿
✶✳ ❖♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❧♦❝❛❧ ❡stá♥❞❛r✳ ▲❛ ❝✉❛❧ ♣❡r♠✐t❡ rá♣✐❞❛♠❡♥t❡ r❡❞✉❝✐r ❡s♣❛❝✐♦s ❞❡
❜úsq✉❡❞❛✳
✷✳ ▼♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❧♦❝❛❧❡s✳ ❈♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❡s❝❛♣❛r ❞❡ ó♣t✐♠♦s ❧♦❝❛❧❡s ② s❡❣✉✐r
❡♥ ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ ❞❡❧ ✐♥❝✉♠❜❡♥t❡✳
✸✳ ❉✐✈❡rs✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❜❧❛❝✐ó♥✳ ❊✈✐t❛ q✉❡❞❛r ❛tr❛♣❛❞♦ ❡♥ ✉♥❛ ♦♣❝✐ó♥ ♠✉② ❛tr❛❝✲
t✐✈❛ ♣❡r♦ ♣♦r ❞❡❜❛❥♦ ❞❡❧ ♦♣t✐♠♦ ❧♦❝❛❧✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✶ ❬✶✻❪✱ r❡❛❧✐③❛♥ tr❛❜❛❥♦s ♣❛r❛ ✐♥tr♦❞✉❝✐r ♦❜❥❡t♦s ❝✐r❝✉❧❛r❡s ❞❡ ✐❣✉❛❧
❞✐♠❡♥s✐ó♥ ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r✳ ❉✐s❡ñ❛♥ ✉♥ ♠ét♦❞♦ ❝❛s✐✲❢ís✐❝♦ ♣❛r❛ ❧❛ ♦♣t✐✲
♠✐③❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛s ✐♥st❛♥❝✐❛s✳ ▼❡♥❝✐♦♥❛♥ q✉❡ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s ✉♥❛ ✐♥st❛♥❝✐❛
❝❧ás✐❝❛ ♣❛r❛ ❞✐s❝r✐♠✐♥❛r ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❜✉❡♥♦ ❞❡ ❧♦s ♠❡❞✐♦❝r❡s✳ ❯s❛♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡
❡♥❡r❣í❛ ♣❛r❛ s♦❧✉❝✐♦♥❛r ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡♠♣❧❡❛♥ ❡♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s s✐♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛
❞❡♠♦str❛r ❧❛ r♦❜✉st❡③ ❞❡ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r♦♣✉❡st❛✳ ❖r✐❡♥t❛♥ ❢✉t✉r❛s ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐♦♥❡s
❛ tr❛❜❛❥❛r ❡♥ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡❧✐♣s❡s ② ❝ír❝✉❧♦s ♥♦ ❤♦♠♦❣é♥❡♦s ❡♥ ❝♦♥t❡♥❡✲
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✻
❞♦r❡s ❝✐r❝✉❧❛r❡s ♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❡s ❝♦♥ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r♦♣✉❡st❛ ♣♦r ❡❧❧♦s ❝♦♥ ❛❧❣✉♥❛s
♣❡q✉❡ñ❛s ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❛✳
❊♥ ❬✸❪✱ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ ✐♥s♣✐r❛❞❛ ❡♥ ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ ❞❡ ❡s♣❛❝✐♦ ♣❛r❛ ❡❧
♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠❜❛❥❛❧❡ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✭❝✐r❝✉❧❛✱ ❝✉❛❞r❛❞♦✱
r❡❝tá♥❣✉❧♦✱ tr✐á♥❣✉❧♦ ✐sós❝❡❧❡s ② s❡♠✐❝ír❝✉❧♦ ❡♥ á♥❣✉❧♦ r❡❝t♦✮✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥
q✉❡ ✉s❛♥ ❡s ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♠❡❥♦r❛♥ ❛
❧♦s ❡①✐st❡♥t❡s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ❞♦♥❞❡ s❡ ❜❛❥❛♥ ❡♥ ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ ❞❡ ❡s♣❛❝✐♦✳ Pr❡s❡♥t❛♥❞♦
✉♥❛ ❣r❛♥ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❝♦♥ ❛♣♦rt❛❝✐♦♥❡s ♣r❡✈✐❛s ❡♥ ❡❧ ✉s♦ ❞❡ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s q✉❡ ❧✐♠✐t❛♥
❡❧ r❛♥❣♦ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❝♦❧♦❝❛r ❡❧ ❝❡♥tr♦ ❞❡ ❧♦s ❝ír❝✉❧♦s✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✷ ❬✸✽❪✱ Pr❡s❡♥t❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✉♥❛ ❝❛♥t✐❞❛❞
♠á①✐♠❛ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ✐❞é♥t✐❝♦s ❡♥ ✉♥ ❞♦♠✐♥✐♦ ♠✉❧t✐❝♦♥❡①♦✳ P❧❛♥t❡❛♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛✲
t❡♠át✐❝♦ ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡s ♣r♦❜❛❞♦ ❝♦♥ ❧❛ ❝♦♥str✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❞❡
♣❛rt✐❞❛ ❞❡ ❢♦r♠❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛✳ ❙❡ ❡♠♣❧❡❛♥ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ❛❝t✐✈❛s ♣❛r❛ ♠❡❥♦r❛r ❡❧ r❡♥✲
❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❤❛❝❡♥ é♥❢❛s✐s q✉❡ ❡❧ ❡♥❢♦q✉❡ ♣r♦♣✉❡st♦ ♣✉❡❞❡ s❡r
❡①t❡♥❞✐❞♦ ❛ ✉♥❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ♣❛r❡❧❛❧✐③❛❝✐ó♥✳
P❛r❛ ❡❧ ✷✵✶✸ ❬✺❪✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❛❞✐♦s ❡♥ ❞✐✲
❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s✱ s✐❡♥❞♦ ❡st♦s r❡❝tá♥❣✉❧♦s ② tr✐á♥❣✉❧♦s✱❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ❡✈✐t❛r ❡❧
s♦❜r❡♣♦s✐❝✐♦♥❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s✳ ❙❡ ❛♣♦②❛♥ ❞❡ ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♥♦ ❧✐♥❡❛❧ ♣❛r❛
s♦❧✉❝✐♦♥❛r ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ✉s❛♥ ✉♥❛ ❞✐s❝r✐t✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ♣❛r❛ ❝♦❧♦❝❛r ❧♦s ♦❜❥❡✲
t♦s ❛ ❞❡♥tr♦✳ ❊st♦s ❛✉t♦r❡s ❤✐❝✐❡r♦♥ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ✉♥❛ s♦❧✉❝✐ó♥
❢❛❝t✐❜❧❡✱ r❡❡♠♣❧❛③❛♥❞♦ ❧❛s r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ♣♦r ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ❧✐♥❡❛❧❡s ❛♣r♦①✐♠❛❞❛s✳ ❉✐✲
❝❤❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ♥♦ t♦❞❛s ❧❛s ✈❡❝❡s ❞❛ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♦♣t✐♠❛s✱ ♣r❡s❡♥t❛♥❞♦ ❝❛s♦s q✉❡ ❧❛
s♦❧✉❝✐ó♥ ❡s ✐♥❢❛❝t✐❜❧❡✳
❚❛♠❜✐é♥ ❬✸✾❪✱ tr❛❜❛❥❛♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❛ ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♦♣t✐♠❛ ❞❡
r❡❝tá♥❣✉❧♦s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r✳ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♠❛t❡♠át✐❝❛ ♥♦✲
❧✐♥❡❛❧ ❡♥t❡r❛ ♠✐①t❛✱ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡s♦❧✈❡r rá♣✐❞❛♠❡♥t❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ♣❡✲
q✉❡ñ❛ ❡♠❜❡r❣❛❞✉r❛✳ ❊♥ ❧♦s ❝❛s♦s ❞❡ ♠❛②♦r ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞✱ s❡ ❡str✉❝t✉r❛ ❞♦s ♠ét♦❞♦s
❤❡✉r✐st✐❝♦s✿ ✉♥♦ ❝♦♥str✉❝t✐✈♦ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ❝♦❧♦❝❛♥ r❡❝tá♥❣✉❧♦s ❞❡ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ ②
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✼
♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❧♦s ❞❡ ♠❡♥♦r t❛♠❛ñ♦✳ ❊❧ s❡❣✉♥❞♦ ❡s ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r❡❝♦❝✐✲
❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ✉♥❛ s❡r✐❡ ✜♥✐t❛ ❞❡ r❡❝tá♥❣✉❧♦s ❧♦s ❝✉❛❧❡s s♦♥
✐♥❝❧✉✐❞♦s ❡♥ ✉♥❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝❝✐ó♥✳ ❊❧ ❡♥❢♦q✉❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈♦ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❡✜✲
❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ✾✶✳✸ %✱ ❛✉♥q✉❡ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ r❡❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦ ❞❡s❛rr♦❧❧❛ ♣❛tr♦♥❡s
❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡✱ ❝♦♥ ✉♥❛ ❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ✾✸✳✻ % ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ P❛r❛ ♣♦❞❡r ❛✉♠❡♥t❛r
❡st❡ r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ s❡ t✉✈♦ q✉❡ ✉t✐❧✐③❛r ♠❛②♦r t✐❡♠♣♦ ❞❡ ♠❛q✉✐♥❛ ❡♥ ❧♦s ♣❡♦r❡s ❝❛s♦s
✭>✶❤✮✳ ❇r✐♥❞❛♥❞♦ ❛ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛ ❝♦♠♦ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❞♦s ❡str❛t❡❣✐❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s
❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ❆✉♥q✉❡ ❧♦s ❛✉t♦r❡s ♠❡♥❝✐♦♥❛♥ ❧❛ ❛♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡
❡st❛s ❡str❛t❡❣✐❛s ❛ ❡♠♣r❡s❛s ❞❡❧ r❛♠♦ ❢♦r❡st❛❧✱ ♥♦ ✉s❛♥ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s t✐♣♦ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❛✳
●❛❧✐❡✈ ❡t ❛❧✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡♥ ❬✹✵❪ ❧❛ ❞✐s❝r✐t✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❝❛❞❛
♣✉♥t♦ ❝♦♥ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s ①✱② s♦♥ ❡s ✉♥ ♣♦s✐❜❧❡ ❧✉❣❛r ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❝♦❧♦❝❛r ✉♥ ♦❜❥❡t♦✱
✈♦❧✈✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❞❡❝✐s✐ó♥ ✭ ❝♦❧♦❝❛r ♦ ♥♦ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ ❡♥ ❧❛
♣♦s✐❝✐ó♥ xi, yi✮ ❊str✉❝t✉r❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❡✉ríst✐❝♦ ✐♥s♣✐r❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ q✉❡
♣r♦♣♦♥❡♥✳ ▲❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ q✉❡ ✉s❛♥ ♣❡r♠✐t❡ s❡r ✉t✐❧✐③❛❞❛ ❡♥ ❝✉❛❧q✉✐❡r ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✱
♦❜t❡♥✐❡♥❞♦ ♠✉② ❜✉❡♥♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✳ ❆✉♥q✉❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ♣r❡s❡♥t❛♥ ♠❡♥♦r
❡✜❝✐❡♥❝✐❛ q✉❡ ♦tr♦s ♣r♦♣✉❡st♦s ❛♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡s❝r✐t❛ ♥♦ ❧❡ ❛❢❡❝t❛ ❡❧
t✐♣♦ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❝♦♥✈✐rt✐❡♥❞♦ ❡st❡ ❛s♣❡❝t♦ ❡♥ ✉♥❛ ❢♦rt❛❧❡③❛ ❞❡❧ tr❛❜❛❥♦✳
❊♥ ❬✹✶❪✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ✉♥❛ ❝♦rt❛ ❞✐s❡rt❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❞♦s r❡❧❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛
❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❡s❢❡r❛s✱ ❛sí ❝♦♠♦ ♣❛rtí❝✉❧❛s ❝✉❜✐❝❛s ② ❞✐s❝♦s ❝✐r❝✉❧❛r❡s✳ ▲♦s
r❡s✉❧t❛❞♦s ✈❛❧✐❞❛♥ ❤❛❧❧❛③❣♦s ♣rá❝t✐❝♦s ❛sí ❝♦♠♦ s✐♠✉❧❛❞♦s✳
❊♥ ❬✹✷❪✱ ❡♠♣❧❡❛♥ tr❡s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❞❡ ❡♠❥❛♠❜r❡ ✐♥t❡❧✐❣❡♥t❡ ✭❝♦❧♦♥✐❛ ❞❡ ❤♦r♠✐✲
❣❛s✱ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❛ ❞❡ ❛❜❡❥❛ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ② ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ s✇❛r♠✮ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡❧
♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐♦✳ P❛r❛ ❧♦s tr❡s ❛❧❣♦r✐t✲
♠♦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❞♦s ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ❡s ❝♦❧♦♥✐❛ ❞❡ ❛❜❡❥❛
❛rt✐✜❝✐❛❧ ♣♦r s✉ ❡st❛❜✐❧✐❞❛❞ ② ❡q✉✐❧✐❜r✐♦✳
❊♥ ❬✹✸❪✱ tr❛❜❛❥❛♥ ❡♥ ✉♥❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❡♥
✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r t❡♥✐❡♥❞♦ ❡♥ ❝✉❡♥t❛ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛❞ ② ❡❧ ❛♥✐❞❛♠✐❡♥t♦
❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❡♠❜❛❧❛❞♦s✳ Pr❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧❡s ♣❛r❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✽
❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧♦s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s✱ ❛sí ❝♦♠♦ t❡♥✐❡♥❞♦ r❡❧❛❥❛❞♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❡♥ ❧❛s
r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ♠ás ❡①✐❣❡♥t❡s✳
▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✽✱ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❝♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❛❞✐♦s✱
❡♥ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ❧❡ ♣❡r♠✐t❡ ❛❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ♠❛②♦r t❛♠❛ñ♦ ❛♥✐❞❛r ♦tr♦s ♦❜❥❡t♦s ❞❡ ♠❡♥♦r
❞✐♠❡♥s✐ó♥ ❛ ❡❧✱ ❞✐❝❤❛ ✜❣✉r❛ ❢✉❡ ♦❜t❡♥✐❞❛ ❞❡s♣✉és ❞❡ ❞✐❡③ ♠✐♥✉t♦s ❞❡ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❞❡❧
♠♦❞❡❧♦ ✉t✐❧✐③❛❞♦ ❡♥ ❡stá ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ❡s ❝♦❧♦❝❛❞❛ ♣❛r❛ ❡❥❡♠♣❧✐✜❝❛r ❡❧
❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s r❡❣✉❧❛r❡s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❝♦♥ t❡❧❡s❝♦♣✐❛✳
❋✐❣✉r❛ ✸✳✽✿ ❆♥✐❞❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝✐r❝✉❧♦s
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✹ ❬✹✹❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❜✐♥❛r✐♦ ❡♥ ❞♦s
❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ✭✷❉❱❙❇PP✮✱ ✉s❛♥❞♦ r❡str✐❝❝✐♦♥❡s ❞❡ t✐♣♦ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❛✳ P❛rt❡♥ ❞❡ ✉♥ ❛❧✲
❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❜✐♥ ♠✐①t♦ ✭▼✐①P❛❝❦✐♥❣✮✱ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ s♦❧♦ ❇✐♥✱
♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ r❡tr♦❝❡s♦ q✉❡ ✈✐♥❝✉❧❛ ❡❧ ❜✐♥ ♠✐①t♦ ♣❛r❛
r❡s♦❧✈❡r ❡❧ ✭✷❉❱❙❇PP✮✳ Pr♦s✐❣✉❡♥ ♠❡❥♦r❛♥❞♦ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡♥❝♦♥tr❛❞❛s ❝♦♥ ✉♥❛ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ r❡❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦ ② ❜úsq✉❡❞❛ ❜✐♥❛r✐❛✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛✲
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✷✾
❞♦s ❡♥❝♦♥tr❛❞♦s ♣♦r ❧♦s ❛✉t♦r❡s ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ s✉♣❡r❛r ❛ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝♦♥♦❝✐❞♦s✳
❙✐❡♥❞♦ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ❛♣♦rt❡s ❞❡ ❧♦s ❛✉t♦r❡s ❧❛ ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ r❡tr♦❝❡s♦ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦✱
❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ♠❡❥♦r❛ ❞❡ ❧❛ ♣✉♥t✉❛❝✐ó♥✳
❊♥ ❡s❡ ♠✐s♠♦ ❛ñ♦ ❬✹✺❪✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ♠✉❧t✐♦❜❥❡✲
t✐✈♦ ❝♦♥ ❞♦s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❤❛② ✉♥ ♥✉♠❡r♦ ✜♥✐t♦ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s✱ t❡♥✐❡♥❞♦
❡❧ ♣❡s♦ ② ❧❛ ❧♦♥❣✐t✉❞ ❞❡ ❧♦s ❛rtí❝✉❧♦s ❛ ❝♦❧♦❝❛r ❡♥ ❡❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡✱ s❡ ❜✉s❝❛ ❧❛ ♦♣t✐♠✐③❛✲
❝✐ó♥ ❞❡ tr❡s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦st♦✳ ❙✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣r✐♠❡r ♦❜❥❡t✐✈♦✱ ✉t✐❧✐③❛r ❡❧ ♠❡♥♦r ♥✉♠❡r♦
❞❡ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s✳ ❊❧ s❡❣✉♥❞♦ ❡s ❧❛ ♠✐♥✐♠✐③❛❝✐ó♥ ♠á①✐♠❛ ❞❡ ✉♥ ❜✐♥✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❡❧
t❡r❝❡r ♦❜❥❡t✐✈♦ ♣r❡t❡♥❞❡ ❡q✉✐❧✐❜r❛r ❧❛ ❝❛r❣❛ ❞❡♥tr♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♥ ❞♦s
❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❡t❛❤❡✉r✐st✐❝❛s ❝❡♥tr❛❞❛s ❡♥ ♣♦❜❧❛❝✐♦♥❡s✱ ❛ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ❡str✉❝t✉r❛❞♦s
s❡ ❧❡s ❜r✐♥❞❛ ❧❛ ❤❛❜✐❧✐❞❛❞ ❞❡ s❡r ❛❞❛♣t❛t✐✈♦s ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡❧ t✐❡♠♣♦ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞
❞❡ ❛❥✉st❛r ❧♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞✉r❛♥t❡ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛✳
❊♥ ❬✹✻❪✱ ❢♦r♠✉❧❛♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❧✐♥❡❛❧ ❡♥t❡r♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥✲
t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡ r❛❞✐♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✳ ❯s❛♥ ✉♥❛ ❝✉❛❞r✐❝✉❧❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛r❛ ❛♣r♦①✐♠❛r
❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❝✉❛❞r✐❝✉❧❛ ❡s ✉♥ ♣♦s✐❜❧❡ ❧✉❣❛r
❡♥ ❞♦♥❞❡ ♣♦♥❡r ❡❧ ❝✐r❝✉❧♦✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ❜✐♥❛r✐♦ ♣❧❛♥t❡❛❞♦ ❡s s♦❧✉❝✐♦♥❛❞♦ ❝♦♥ ♣r♦❣r❛♠❛s
❝♦♠❡r❝✐❛❧❡s✱ ♣✉❡s ♣r♦♣♦♥❡♥ ❞♦s ❢❛♠✐❧✐❛s ❞❡ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛❞ q✉❡ ❛②✉❞❛♥ ❛ ❧❛
❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡❧ s✐st❡♠❛ ♦♣❡r❛t✐✈♦✳ Pr♦♣♦♥❡♥ ♣❛r❛ ❢✉t✉r❛s ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐♦♥❡s r❡❛❧✐③❛r tr❛✲
❜❛❥♦s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛♥❞♦ r❡❧❛❥❛❝✐♦♥❡s ▲❛❣r❛♥❥❡❛♥❛s✱ té❝♥✐❝❛s ❞❡ ❞❡s❝♦♠♣♦s✐❝✐ó♥ ♦ ♦tr❛s
❢❛♠✐❧✐❛s ❞❡ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛s✳
❊♥ ❬✹✼❪✱ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢♦r♠✉❧❛❝✐♦♥❡s ❧✐♥❡❛❧❡s ❡♥t❡r❛s ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛
❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ♣r✐♠❡r
♠♦❞❡❧♦ q✉❡ ♣❧❛♥t❡❛♥ t✐❡♥❡♥ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s q✉❡ ❧♦s ♦tr♦s✳ ❊❧ ♠♦❞❡❧♦ ✉s❛❞♦ ❡s
❢á❝✐❧♠❡♥t❡ ❡s❝❛❧❛❜❧❡ ❛ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ♠ás ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ② ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❢♦r♠❛s ❞❡❧ ❝♦♥✲
t❡♥❡❞♦r✳ ❆❞❡♠ás ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ✉♥❛s r❡str✐❝❝✐♦♥❡s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ❧❛ ❛♥✐❞❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s
❞❡♥tr♦ ❞❡ ♦tr♦s✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✺ ❬✹✽❪✱ tr❛❜❛❥❛♥ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠❜❛❥❛❧❛ ❝♦♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝✲
t❛♥❣✉❧❛r ✜❥♦ ❞❡❧ ♠✐s♠♦ t❛♠❛ñ♦ ♣❡r♦ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❛ ❡♠♣❛❝❛r ♣r❡s❡♥t❛♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✵
❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s✳ ❯s❛♥ ✉♥❛ ❞✐s❝r✐t✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r❡❝✐♣✐❡♥t❡ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❡♥ q✉❡ ❧✉❣❛r
❝♦❧♦❝❛r ❞❡t❡r♠✐♥❛❞♦ ♦❜❥❡t♦✳ ❚r❛♥s❢♦r♠❛♥❞♦ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❣r❛♥ ❡s❝❛✲
❧❛✱ ♣❛r❛ ❡❧ ❝✉❛❧ ❡♠♣❧❡❛♥ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛s ♣❛r❛ ♠❡❥♦r❛r ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥✳
P♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❝❛♠❜✐❛♥❞♦ ❧❛ ♥♦r♠❛ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛ ✉s❛❞❛ ❛❧♠❛❝❡♥❛♥ ❡❧✐♣s❡s✱ r♦♠❜♦s ②
♦❝tá❣♦♥♦s ❞❡♠♦str❛♥❞♦ ❧❛ ❢♦rt❛❧❡③❛ q✉❡ t✐❡♥❡ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ❢♦r♠✉❧❛❞♦✳ Pr♦✲
♣♦♥❡♥ ❡♥❢❛t✐③❛r ❡s❢✉❡r③♦ ❡♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛s
♣❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ❞❡ ❛♥✐❞❛❝✐ó♥✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡❧❛❥❛❝✐♦♥❡s ▲❛❣r❛♥❥❡❛♥❛s
② ❤❡✉r✐st✐❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐❡♥t❡s ♣❛r❛ ❡st❛ té❝♥✐❝❛✳
❊♥ ❬✹✾❪✱ ♣❧❛♥t❡❛♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❡♥t❡r♦ ♣❛r❛ ✉♥ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦
✈❡❝t♦r✐❛r ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥ ❢✉♥❝✐ó♥ ❞❡ ❝♦st♦s ❧✐♥❡❛❧ ❛ tr♦③♦s ✭✷❉❱PP✲P▲❈✮✳ ❉✐❝❤♦
♣r♦❜❧❡♠❛ s✉r❣❡ ❞❡ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ q✉❡ t✐❡♥❡ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛ t❡①t✐❧ ❞❡ ❡♥✈✐❛r s✉s ♣r♦❞✉❝t♦s
♣♦r ❡❧ s❡r✈✐❝✐♦ ❞❡ ♠❡♥s❛❥❡rí❛✳ ❉♦♥❞❡ s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛ ❡❧ ♣❡s♦ ② ❡❧ ✈♦❧✉♠❡♥ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
② s❡ t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♦❜❥❡t✐✈♦ ♠✐♥✐♠✐③❛r ❡❧ ❝♦st♦ ❞❡❧ ❡♥✈✐ó✳ ❍❛❝❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ ❜úsq✉❡✲
❞❛ ❧♦❝❛❧ ✐t❡r❛t✐✈❛ ♣❛r❛ ♣♦❞❡r s♦❧✉❝✐♦♥❛r ✐♥st❛♥❝✐❛s ❣r❛♥❞❡s ② q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ ♠❡❥♦r❛r ❧❛
❝❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❝❛❞❛ ✈❡③ ♠ás✳ ■♥✈✐t❛♥ ❛ ❧❛ ❝♦♠✉♥✐❞❛❞ ❝✐❡♥tí✜❝❛ q✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❡
♠ét♦❞♦s ❡①❛❝t♦s ❞❡ ❣r❛♥ ❡s❝❛❧❛ ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡s♣❡❝✐✜❝♦ ✭❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲♣r✐❝❡✮✳
❊♥ ❬✺✵❪✱ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥ét✐❝♦ ❞❡ ❛❣r✉♣❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❡♥ ❡❧ ❣❡♥
❞❡ tr❛♥s♠✐s✐ó♥✭●●❆✲❈●❚✮✱ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ✉♥✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❇✐♥✳ ❉✐❝❤♦ ♠ét♦❞♦
♣❡r♠✐t❡ ❡st✐♠✉❧❛r ❧❛ ❤❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ❧♦s ♠❡❥♦r❡s ❣❡♥❡s ❡♥ ❧♦s ❝r♦♠♦s♦♠❛s✱s✐♥ ♣❡r❞❡r
❡❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛❝✐ó♥ ❡ ✐♥t❡♥s✐✜❝❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❧♦s ♠❡❥♦r❡s ❣❡♥❡s s♦♥
❛❣r✉♣❛❞♦s ❡♥ ✉♥ ♥✉❡✈♦ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♦♣❡r❛❞♦r❡s ❣❡♥ét✐❝♦s✳ ▲❛ ❡✈♦❧✉❝✐ó♥ ❡s ❝♦♥tr♦❧❛❞❛
❝♦♥ ✉♥❛ té❝♥✐❝❛ ❞❡ r❡♣r♦❞✉❝❝✐ó♥ q✉❡ ❧✐♠✐t❛ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ❞❡ ❡①♣❧♦r❛❝✐ó♥✱ ✐♠♣✐❞✐❡♥❞♦
q✉❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❝♦♥✈❡r❥❛ ♣r❡❝♦③♠❡♥t❡✳ ❉✐❝❤❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r❡s❡♥t❛ ♠✉② ❜✉❡♥♦s
r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❛r❛ ❞✐✈❡rs♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ t❛♠❛ñ♦ ② ❡str✉❝t✉r❛✳ ❊st❡ ♠ét♦❞♦ ♣r❡s❡♥t❛
❣r❛♥ ♥✉♠❡r♦ ❞❡ ♣❛rá♠❡tr♦s q✉❡ ❞❡❜❡♥ s❡r ❝❛❧✐❜r❛❞♦s✳ ❉✐❝❤♦ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣r❡s❡♥t❛ ❜❛❥♦
r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❝✐❡rt♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❝❧ás✐❝♦s✱ q✉❡ ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ♥♦ ❡s ❝❧❛r♦ ♣❛r❛ ❧❛
❝♦♠✉♥✐❞❛❞ q✉❡ ❧♦s ✈✉❡❧✈❡ ❝♦♠♣❧❡❥♦s✳
❊♥ ❬✺✶❪✱ ✉s❛♥ ❧❛ ❛❝❝✐ó♥ ❡s♣❛❝✐❛❧ ✭❆❙●❖✮ ♣❛r❛ ❧❛ ♦♣t✐♠✐③❛❝✐ó♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ✉♥
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✶
♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡ r❛❞✐♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
❝✉❛❞r❛❞♦✳ ❘❡❛❧✐③❛♥ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ❝ír❝✉❧♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✱ ❝♦♥s✐❞❡rá♥✲
❞♦❧♦ ❝♦♠♦ r❡❝tá♥❣✉❧♦✳ ▲♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ♠❛②♦r ❞❡❢♦r♠❛❝✐ó♥ s♦♥ ♠♦✈✐❞♦s
♣❛r❛ ❝♦rr❡❣✐r ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✳ ▲❛ ❛♣r♦①✐♠❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❝✐r❝✉❧❛r ❛ ✉♥ r❡❝tá♥❣✉❧♦
❢❛❝✐❧✐t❛ ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ ❞❡ ❡s♣❛❝✐♦ ❢❛❝t✐❜❧❡ ♣❛r❛ ✉♥ ♦❜❥❡t♦✳ ❊♥ ❡❧ ♣r♦❝❡s♦ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛
s❡ ✉s❛ ❧❛ ❡str❛t❡❣✐❛ t❛❜ú ❝♦♥ ❡❧ ✜♥ ❞❡ ♣r❡✈❡♥✐r ❝✐❝❧♦s ② ♠❡❥♦r❛r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛❝✐ó♥✳
❘❡❛❧✐③❛♥ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ✐♥t❡r❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞❡ ♣♦s✐❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡
❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛❝✐ó♥ ❞❡❧ s✐st❡♠❛✳ ❯s❛♥ ✻✽ ✐♥st❛♥❝✐❛s ❞❡ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❛
✭P❛❝❦♦♠❛♥✐❛✮✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ✾✷ % ❞❡ ❧❛s ✐♥st❛♥❝✐❛s ✉s❛❞❛s ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s
q✉❡ ❧♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❛❝t✉❛❧♠❡♥t❡✳ ▲❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ✉s❛❞❛ ♣❡r♠✐t❡ ❡st✐♠❛r ❝♦♥ ✉♥❛ ❜❛❥❛
❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❝♦♠♣✉t❛❝✐ó♥ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ② t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❧♦s ❡s♣❛❝✐♦s ✈❛❝❛♥t❡s ♣❛r❛ ✉♥❛
❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❡s♣❡❝✐✜❝❛✳ Pr♦♣♦♥❡♥ ❧❛ ❡①t❡♥s✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ ♠ét♦❞♦ ❛ tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s✱
❛sí ❝♦♠♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛r ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ❛❝♦t❛❞♦s ✭❝✐r❝✉❧❛r ♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✮✳
❊♥ ❬✺✷❪✱ ♣r❡s❡♥t❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ r❡❞✉❝❝✐ó♥ ❞✐♥á♠✐❝❛ ❡❧ ❝✉❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛ ✉♥❛
✐♥st❛♥❝✐❛ ✐♥✐❝✐❛❧ ❛ ✉♥❛ s❡r✐❡ ❞❡ ✐♥st❛♥❝✐❛s ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ r❡❝t❛♥✲
❣✉❧❛r ✭❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ♦❜❥❡t♦s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❡s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t❛♠❛ñ♦s✮✳ ✐♥❝♦r✲
♣♦r❛♥ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❝♦♠♣❛❝t❛❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❝♦♠♣❛rt❛r ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ r❡s✉❧t❛♥t❡ ♣♦r
♠❡❞✐♦ ❞❡ ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❛♠❡♥t❡ ❞❡ ✐③q✉✐❡r❞❛✱ ❤❛❝✐❛ ❛❜❛❥♦ ♦ ❛ ❧❛ ❡sq✉✐♥❛
✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞❛ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜t❡♥❡r ✉♥ r❡❝tá♥❣✉❧♦ ❡♥✈♦❧✈❡♥t❡ ❞❡ ♠❡♥♦r t❛✲
♠❛ñ♦✳ ❯s❛♥ ✷✽ ✐♥st❛♥❝✐❛s r❡♣♦rt❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ♣❛r❛ ❞❡♠♦str❛r ❧❛ ❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ②
s✉♣❡r✐♦r✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r♦♣✉❡st❛ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ r❡s✉❧t❛❞♦s ❡①✐st❡♥t❡s ❛
❧❛ ❢❡❝❤❛✳ ❊st❛ ❡str❛t❡❣✐❛ t✐❡♥❡ ✉♥❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❖✭♥✻✮✳
❊♥ ❬✺✸❪✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❝✐r❝✉❧♦s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥✲
t❡s r❛❞✐♦s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❞❡ t❛♠❛ñ♦ ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❈♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡
♠❛①✐♠✐③❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❝♦❧♦❝❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ♦ ♠✐♥✐♠✐③❛r ❡❧ ár❡❛
r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡❧ r❡❝✐♣✐❡♥t❡✳ ❘❡s✉❡❧✈❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❣r❛♥ ❡s❝❛❧❛✱ ❞✐s❝r❡t✐③❛♥❞♦ ❡❧ ár❡❛
❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❡♥ ✉♥ ❝✉❛❞r✐❝✉❧❛s✳ ❙❡ ✉s❛ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠❛ ❝♦♠❡r❝✐❛❧ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡st❡
♠♦❞❡❧♦✱ ❛♣♦②á♥❞♦❧♦ ❝♦♥ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛s✳ ❙❡❣ú♥ ❧♦s r❡✲
s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❧❛s ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛s ♠❡❥♦r❛♥ ❧❛ ❡✜❝✐❡♥❝✐❛ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✱ ❞✐❝❤❛s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✷
❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ♣✉❡❞❡♥ s❡r ✉s❛❞❛s ♣❛r❛ ❝✉❛❧q✉✐❡r t✐♣♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦✳ Pr♦♣♦♥❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲
t❛r ❧❛s ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞❡s ✈❛❧✐❞❛s ♣❛r❛ ❧♦s ❝❛s♦s ❡♥ q✉❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦s ❡stá♥
❛♥✐❞❛❞♦s✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✸
✸✳✷✳✷ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s
❊♥ ❡❧ ✷✵✵✻ ❬✺✹❪✱ Pr❡s❡♥t❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤❡✉ríst✐❝♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❞♦s
❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦rt❡s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✳ ❉✐❝❤♦ ♠ét♦❞♦ ♣❡r♠✐t❡ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡
♦❜❥❡t♦s r❡♣r❡s❡♥t❛❞♦s ❜❛❥♦ ❧✐♥❡❛s ② ❛❞❡♠❛s ❢❛❝✐❧✐t❛ ❡♠❜❛❧❛r ♦❜❥❡t♦s q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❛r✲
❝♦s✳ ▲♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❢✉❡r♦♥ s♦❧✉❝✐♦♥❛❞♦s ❝♦♥ ✉♥ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❞❡ ♠❛q✉✐♥❛ ❞❡
❝✐♥❝♦ ♠✐♥✉t♦s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❤❛❝❡♥ ❤✐♥❝❛♣✐é ❞❡ ❧❛ ♣♦❝❛ ✐♥s✐st❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥st❛♥❝✐❛ r❡❛❧❡s
✭✐♥❞✉str✐❛❧❡s✮ ♣❛r❛ ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✳
❊♥ ❬✺✺❪✱ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❤í❜r✐❞♦ ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠✲
❜❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✐rr❡❣✉❧❛r✳ ❯s❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ s✐♠✉❧❛❝✐ó♥ r❡❝♦❝✐❞❛ ♣❛r❛ ❣✉✐❛r ❧❛
❜úsq✉❡❞❛✱ ❛②✉❞❛❞♦s ❞❡ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛❝✐ó♥ ❧✐♥❡❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛♥ ❧♦❝❛❧♠❡♥t❡ ❝❛❞❛
❞✐s❡ñ♦✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✷ ❬✺✻❪✱ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥ ❤í❜r✐❞♦ ❡♥tr❡ ❧❛s ♠❡t❛❤❡✉ríst✐❝❛s ❞❡ ●❘❆❙P
② r❡❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✜❣✉r❛s ❝♦♥✈❡①❛s ② ♥♦ ❝♦♥✈❡①❛s✳
❈♦♠♦ ❡♥ ♦tr♦s ❛rtí❝✉❧♦s ❞✐s❝r✐t✐③❛♥ ❡❧ ❡s♣❛❝✐♦ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❡♥ q✉❡ ❧✉❣❛r ❝♦❧♦❝❛r
❡❧ ♦❜❥❡t♦ ② ♥♦ t❡♥❡r ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ tr❛s❧❛♣❡✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✸ ❬✺✼❪✱ ❚r❛❜❛❥❛♥ ❡♥ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥ét✐❝♦ ❝♦♥ ♣r♦❝❡✲
❞✐♠✐❡♥t♦ ❣♦❧♦s♦ ✭✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞❛✮ ♣❛r❛ s♦❧✉❝✐♦♥❛r ❧❛ ❥❡r❛rq✉✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞♦s ❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❡s✳ ❘❡s✉❡❧✈❡♥ ❛❧❣✉♥♦s ❝❛s♦s t❡ór✐❝♦s ❛sí ❝♦♠♦ ✉♥❛ ❝♦♥s✉❧t♦r✐❛ ♣❛r❛ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛
t❡①t✐❧✳
▼✐❡♥tr❛ q✉❡ ❬✺✽❪✱ ❋♦r♠✉❧❛♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❡♥t❡r♦ ♠✐①t♦✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜✐✲
♥❛r✐❛s ❡stá♥ ❛s♦❝✐❛❞❛s ❝♦♥ ✉♥ ♣✉♥t♦ ❞✐s❝r❡t♦ ❞❡❧ t❛❜❧❡r♦✱ ② ✉♥ t✐♣♦ ❞❡ ♣✐❡③❛✳ ❈♦♥ ❡st❡
♠♦❞❡❧♦ s❡ r❡s✉❡❧✈❡ ❛ ♦♣t✐♠❛❧✐❞❛❞ ✐♥st❛♥❝✐❛s ♠ás ❣r❛♥❞❡s ❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❛♥✐❞❛❝✐ó♥✳
❍❛❝❡♥ ❛ ❧✉❝✐ó♥ q✉❡ ❤❛st❛ ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦ ♥♦ ❤❛② s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♦♣t✐♠❛s ♣❛r❛ ❧❛ ❛♥✐❞❛❝✐ó♥
❞❡ ♠ás ❞❡ s✐❡t❡ ♣✐❡③❛s✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✹ ❬✺✾❪✱ ❛❜♦r❞❛♥ ❡❧ ❡♠❜❛❥❛❧❛❞❡ ❞❡ ✜❣✉r❛s ♣♦❧✐❣♦♥❛❧❡s ✭♥♦ ❝♦♥✈❡①❛s✮✱ ♣♦r
♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❣❡♥ét✐❝♦ ✉♥✐❞♦ ❛ ✉♥❛ r❡❣❧❛ ❞❡ ❝♦❧♦❝❛❝✐ó♥ ✭✐♥❢❡r✐♦r ✐③q✉✐❡r❞❛✮✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✹
❋✐❣✉r❛ ✸✳✾✿ ❊♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✐rr❡❣✉❧❛r
❍❛❝❡♥ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❞❡ ♠❡❥♦r❛ ❡♥ ❧❛ ❝✉❛❧ ❝❛♠❜✐❛♥ ❧♦s ♣♦❧í❣♦♥♦s ♠ás ❡str❡❝❤♦s ❡♥tr❡
s✐✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ♣r✉❡❜❛♥ ❡st❡ ❡♥❢♦q✉❡ ❝♦♥ ✐♥st❛♥❝✐❛s r❡♣♦rt❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ ② ✉♥
❝❛s♦ ❞❡ ❡st✉❞✐♦ ❡♥ ❧❛ ✐♥❞✉str✐❛ t❡①t✐❧✳ Pr♦♣♦♥❡♥ tr❛❜❛❥❛r ❡♥ ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛❝✐ó♥
❧✐♥❡❛❧ ♣❛r❛ ❧❛ ❝♦♠♣❛❝t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❡ t✐♣♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✳
❊♥ ❬✻✵❪✱ ❉❡s❛rr♦❧❧❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ q✉❡ ✉t✐❧✐③❛ ❧❛ ✐❞❡❛ ❞❡ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡
❡❧ ár❡❛ ❞❡ ✉♥ ❝♦❧❡❝❝✐ó♥ ❞❡ ♣♦❧í❣♦♥♦s ② ❡❧ ár❡❛ ❞❡❧ ❝❛s❝♦ ❝♦♥✈❡①♦✳ ❚r❛❜❛❥❛♥❞♦ ❡❧
❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✜❣✉r❛s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ✐rr❡❣✉❧❛r ② r❡❣✉❧❛r✳ ▲❛
❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r s❡ r❡❛❧✐③❛ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ♣r✉❡❜❛s ❞❡ ❢❛❝t✐❜✐❧✐❞❛❞ ✭❧❛ ♣r✉❡❜❛
❞❡ á♥❣✉❧♦✱ ♣r✉❡❜❛ ❝♦♥ ❞❡st✐♥♦✱ ❧❛ ✐♥❝❧✉s✐ó♥ ② ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ♣✉♥t♦ ❞❡ ✐♥t❡rs❡❝❝✐ó♥ ❞❡
♣♦❧í❣♦♥♦s✮✳ ▲♦s ❝❛s♦s ❝♦♥♦❝✐❞♦s ❞❡ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛ s♦♥ ♣r♦❜❛❞♦s✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ♦❜t✐❡♥❡♥
r❡s✉❧t❛❞♦s ❝♦♠♣❡t✐t✐✈♦s✳ ❊♥ ✜❣✉r❛ ✸✳✾✱ s❡ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✜❣✉r❛s
✐rr❡❣✉❧❛r❡s ❬✻✶❪✳
❊♥ ❡❧ ✷✵✶✺ ❬✻✷❪✱ ❚r❛❜❛❥❛♥ ❡♥ ❝r❡❛r ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❝♦♠♣❛❝t❛ ❞❡ ❡❧❡♠❡♥t♦s
❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❞❡♥tr♦ ❞❡ ✉♥ r❡❝✐♣✐❡♥t❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r s✐♥ s♦❧❛♣❛♠✐❡♥t♦✳ ❊♥ ❞✐❝❤♦ ❝❛s♦
❧❛ ❧♦♥❣✐t✉❞ ❞❡❧ r❡❝✐♣✐❡♥t❡ ❡s ✈❛r✐❛❜❧❡ ② s❡ ♣❡r♠✐t❡ ❝✉❛tr♦ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦r✐❡♥t❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛
❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s✳ Pr♦t❡❣❡♥ ❧❛ ✐♥❢❛❝t✐❜✐❧✐❞❛❞ ❡♥ tr❛s❧❛♣❡s ❞❡ ❧♦s ❡❧❡♠❡♥t♦s ❝♦♥ ✉♥❛ ❤❡✉✲
ríst✐❝❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❛✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ✈❛ ❝♦❧♦❝❛♥❞♦ ✉♥ ❡❧❡♠❡♥t♦ ❛ ❧❛ ✈❡③✳ ❙❡ ✉s❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✺
❞❡ r❡❝♦❝✐❞♦ s✐♠✉❧❛❞♦ ♣❛r❛ ❝♦♥tr♦❧❛r ❧❛ s❡❝✉❡♥❝✐❛ ❞❡ ✐♥tr♦❞✉❝❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
❛sí ❝♦♠♦ ❣✉✐❛r ❧❛ ❜úsq✉❡❞❛ s♦❜r❡ ❡s♣❛❝✐♦s ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛✳ Pr♦♣♦♥❡♥ ✈❛r✐❛s ❤❡✉r✐st✐❝❛s
♣❛r❛ ❛t❛❝❛r ❡st❡ ♣r♦❜❧❡♠❛✱ ❧♦s ❝✉❛❧❡s s♦♥ ♣r♦❜❛❞♦s ❝♦♥ ✐♥st❛♥❝✐❛s ❞❡ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳
❊♥❝♦♥tr❛r♦♥ q✉❡ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❞✐s♣♦s✐❝✐ó♥ ② ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❡stá♥ r❡❧❛❝✐♦✲
♥❛❞♦s ❝♦♥ ❧❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ ❞❡ ❝♦❧♦❝❛❝✐ó♥ ❛❞❛♣t❛❞❛✳
❊♥ ❬✻✸❪✱ ●❡♥❡r❛♥ ✉♥ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛ ❣♦❧♦③❛
✭●❘❆❙P✮ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ✜❣✉r❛s ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✳ ❉✐❝❤❛ ✐♠✲
♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ♥♦ ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛ ❞❡ ❧❛ ♣✐❡③❛✱ s✐❡♥❞♦ ❝❛♣❛③ ❞❡ ❡♠❜❛❧❛r ❤❛st❛
✸✵ ♦❜❥❡t♦s ❞❡ s✐❡t❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t✐♣♦s ❛ ♦♣t✐♠❛❧✐❞❛❞✳ ■❣✉❛❧♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ ♠✉❝❤♦s ❛✉t♦r❡s
❝♦♠♣❛r❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❝♦♥ ❧♦s r❡♣♦rt❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❧✐t❡r❛t✉r❛✳ ❊st❡ ❡♥❢♦q✉❡ ♠❡❥♦r♦ ✾
❞❡ ✶✻ ❝❛s♦s ♣r♦❜❛❞♦s✱ ♣❛r❛ ❧♦s ❞❡♠ás ❝❛s♦s s❡ ♦❜t✉✈♦ ✉♥❛ ❜r❡❝❤❛ ✭●❛♣✮ ❞❡ ✷✳✹✪✱
❛❞❡♠ás ❞❡ ❧❛s ✐❞❡❛s ✉s❛❞❛s ❡♥ ❡❧ ♣r❡♣r♦❝❡s❛♠✐❡♥t♦ ♣❡r♠✐t❡♥ q✉❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ s❡❛
♠ás rá♣✐❞♦ ② ♣r❡s❡♥t❡ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s✳ ❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ♣r♦♣♦♥❡♥ ♠❡❥♦r❛r ❡❧ ♠ét♦❞♦
❞❡ ❜úsq✉❡❞❛ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥ ✉♥❛ ♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ❞❡ ❜úsq✉❡❞❛ t❛❜ú✳
❊♥ ❬✻✶❪✱ ♣r♦♣♦♥❡♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ s❡♠✐✲❝♦♥t✐♥✉♦ ❡♥t❡r♦ ♠✐①t♦ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛
❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❜✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡ ❢♦r♠❛r ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡❧ ❡❥❡ ❨ ❡s
❞✐s❝r❡t✐③❛♥❞♦ ♣❡r♦ ❡❧ ❡❥❡ ❳ ❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✳ ❊st❡ ❡♥❢♦q✉❡ ♣❡r♠✐t❡ ❡♥❝♦♥tr❛r s♦❧✉❝✐♦♥❡s
♦♣t✐♠❛s ♣❛r❛ ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ♣❡q✉❡ñ♦s ② ❤❛❝❡r ❢r❡♥t❡ ❛ ❧♦s ❞❡ ❣r❛♥ ❡♥✈❡r❣❛❞✉r❛✳ ❈♦♠♦
❡s ❞❡ ❡s♣❡r❛rs❡ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♦♣t✐♠❛ ♣❛r❛ ♠♦❞❡❧♦s ❞✐s❝r❡t♦s ❞❡♣❡♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❡t❛♣❛ ❞❡
❞✐s❝r✐t✐③❛❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ❡st❡ ✉t✐❧✐③❛♥❞♦✳
❊♥ ❧♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s ♣árr❛❢♦s s❡ ❤❛ ✈✐st♦✱ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡str❛t❡❣✐❛s ✉s❛❞❛s ♣❛r❛ ❝❧❛✲
s✐✜❝❛r ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✱ ▲♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ♠ás ❡st✉❞✐❛s ❛sí ❝♦♠♦ ❧♦s
tr❛❜❛❥♦s r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s r❡❣✉❧❛r❡s ❡ ✐rr❡❣✉❧❛r❡s✱ ❊♥
❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♣árr❛❢♦s s❡ ❤❛rá é♥❢❛s✐s ❡♥ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡stá ❡str✉❝t✉r❛
♠❛t❡♠át✐❝❛✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✻
✸✳✸ ❆❧❣✉♥❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦
❊♥ ❡stá s❡❝❝✐ó♥ s❡ ❤❛rá ♠❡♥❝✐ó♥ ❛ ❧❛ ✉t✐❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡ ✐❞❡❛s ♦ ♠♦❞❡❧♦s ♠❛t❡♠át✐❝♦s
♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ✉s❛❞❛s ♣♦r ♣r♦❢❡s✐♦♥❛❧❡s ❛❥❡♥♦s ❛ ❧❛
✐♥❣❡♥✐❡rí❛ ❞❡ s✐st❡♠❛s ♦ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❞❡ ♦♣❡r❛❝✐♦♥❡s✱ ✐♥❣❡♥✐❡rí❛ ❞❡ ♣r♦❞✉❝❝✐ó♥ ♦
✐♥❣❡♥✐❡rí❛ ✐♥❞✉str✐❛❧✳
❊♥ ❬✻✹❪✱ ✉t✐❧✐③❛♥ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ s✉♣❡r✲
❝❛♣❛❝✐t❛❞♦r❡s ❞❛❞♦ ❛ ❧❛ ♥❡❝❡s✐❞❛❞ ❞❡ s❛t✐s❢❛❝❡r ❧❛ ❝r❡❝✐❡♥t❡ ❞❡♠❛♥❞❛ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s
❞❡ ❛❧t❛ ♣♦t❡♥❝✐❛ ❡♥ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦s r❡♥♦✈❛❜❧❡s ❞❛❞♦ q✉❡ t✐❡♥❡♥ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ✉s♦ ❡①t❡♥❞✐❞♦
❡♥ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧❛s ❜❛t❡rí❛s tr❛❞✐❝✐♦♥❛❧❡s✳ ❉✐❝❤♦ ♠♦❞❡❧♦ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛ ❡❧ ✐♠♣❛❝t♦
s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ❞❡ ❧♦s ❢❛❝t♦r❡s ❣❡♦♠étr✐❝♦s✱ ❛rr❛✐❣❛❞♦s ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ❡♥ tr❡s ♣❛rá♠❡✲
tr♦s✿
❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ♣♦r♦✳
❚❛♠❛ñ♦ ✐ó♥✐❝♦✳
❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡ ♣♦r♦✳
❚❡♥✐❡♥❞♦ ❝♦♠♦ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡s♣✉❡st❛ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐t❛❝✐ó♥ ❣r❛✈✐♠ét✐❝❛ ❞❡❧ ♠❛♥♦♠❛✲
t❡r✐❛❧✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✵✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❞❡ ✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ✉♥ s✉♣❡r✲
❝❛♣❛❝✐t♦r✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❞❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ♣♦r♦ s❡ t✐❡♥❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❡s♣✉❡st❛s
s✐❡♥❞♦ r❡❞✐str✐❜✉✐❞❛s ❡♥ ❝✐♥❝♦ s❡❝❝✐♦♥❡s ❬✻✹❪✳
❊♥ ❬✻✺❪✱ ♣r❡s❡♥t❛ ❛❧❣✉♥❛s ❞❡ ❧❛s ❧✐♠✐t❛❝✐♦♥❡s ② ❝♦♥s❡❝✉❡♥❝✐❛s ❞❡❧ ❝✐❡rr❡ ❞❡ ❡♠❜❛✲
❧❛❥❡ ❡♥ ❧❛ ❣❡♦♠❡trí❛ ❞❡ ❧♦s ♠❛t❡r✐❛❧❡s ✜❧❛♠❡♥t♦s♦s ♦ ❝♦❧✉♠♥❛r❡s q✉❡ t✐❡♥❡♥ t❡①t✉r❛s
♣♦❝♦ ❝♦♠✉♥❡s✳ ❉❡♠♦str❛♥❞♦ ✉♥❛ ❢✉❡rt❡ ❝♦♥❡①✐ó♥ ❡♥tr❡ ❧❛ ❣❡♦♠❡trí❛ ❞❡ ✐♥t❡r✜❧❛♠❡♥t♦
② ❧❛ ❣❡♦♠❡trí❛ ❞❡ ❧❛s s✉♣❡r✜❝✐❡s ♥♦ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛s✳
▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❬✼✹❪✱ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ r❡✈✐s✐ó♥ ❜✐❜❧✐♦❣rá✜❝❛ ❞❡ ❧♦s ♠ét♦❞♦s ❞❡ s♦❧✉✲
❝✐ó♥ ♣❛r❛ ❡♠♣❛❝❛r ❡s♣❡r❛s s✐♠✐❧❛r❡s ② ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t❛♠❛ñ♦ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡ ❝r❡❛r
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✼
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✵✿ ❊♠❜❛❧❛❥❡ ❞❡ ✐♥♦♥❡s
♠❛t❡r✐❛❧❡s ❝♦♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s ❡str✉❝t✉r❛❧❡s ❛❧ ♣♦❞❡r ❝r❡❛r❧♦s ❝♦♥ ❞❡t❡r♠✐✲
♥❛❞❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❛✳ ❊♥ ❧❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❬✻✻❪✱ ♣❛rt❡ ❞❡❧ ♠✐s♠♦ ❡q✉✐♣♦
❞❡ tr❛❜❛❥♦ ❡♠♣❧❡❛♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ q✉❡ ❛❧❡❛t♦r✐③❛ ❧❛s ♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ❡s❢❡r❛ ♣❛r❛ ✉♥
♠❛t❡r✐❛❧ ♣♦r♦s♦✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❡st❡ ♣♦r♦ ♦ ❝♦♥❞✉❝t♦ s❡ ♣✉❡❞❡ ✈❡r ❝♦♠♦ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
✐rr❡❣✉❧❛r ② s❡ q✉✐❡r❡ ❝♦❧♦❝❛r ❡❧ ♠❛②♦r ♥✉♠❡r♦ ❞❡ ❡s❢❡r❛s ♣❛r❛ ❝❛♠❜✐❛r ❧❛s ♣r♦♣✐❡❞❛❞❡s
❡str✉❝t✉r❛❧❡s ❞❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❊♥ ❬✻✼❪✱ ✐♥✈❡st✐❣❛♥ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❣❡♦♠étr✐❝♦ ❡♥
❧❛ ❡①tr❛❝❝✐ó♥ ❞❡ ❧✉③ ❞❡ ♥✐tr✉r♦ ■■■✱ ❡♥ ❡♠✐s♦r❡s ❞❡ ❧✉③ ❝♦♥ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♠✐❝r♦❡s❢❡r❛s
② ❧❛ r❡❧❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐á♠❡tr♦✳ ▲♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♠✉❡str❛♥ ❧❛ ✐♠♣♦rt❛♥❝✐❛ ❞❡ t❡♥❡r ✉♥ ❤❡✲
①á❣♦♥♦ ❛sí ❝♦♠♦ ✉♥ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❝♦♠♣❛❝t♦ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐③ ❞❡
♠✐❝r♦❡s❢❡r❛s ♠♦♥♦❝❛♣❛ ♣❛r❛ ❧♦❣r❛r ❧❛ ♠á①✐♠❛ ❡✜❝❛❝✐❛ ❞❡ ❧❛ ❡①tr❛❝❝✐ó♥✳ ❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛
✸✳✶✶✱ s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ r❛❞✐❛❝✐ó♥ ❧✉♠✐♥♦s❛ ❞❡ ❝❛♠♣♦ ❧❡❥❛♥♦ ❞❡ ❧♦s ♣❛tr♦♥❡s ❡♥ ❧♦s ▲❊❉
❝♦♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛✮ ② ❜✮ ✱ ♠✐❡♥tr❛s q✉❡ ❝✮✱ ❞✮ s♦♥ ❛rr❡❣❧♦s ❞❡ ♠✐❝r♦❡s❢❡r❛s ♠♦♥♦❝❛♣❛✱
❊st♦s ❞♦s ❣❡♦♠❡trí❛s ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡ t✐❡♥❡♥ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡①♣♦s✐❝✐♦♥❡s ❡♥ s✉s ❞✐❛❣r❛♠❛s ❞❡
r❛❞✐❛❝✐ó♥✱ ❧♦ q✉❡ ✐♠♣❧✐❝❛ ❧❛ ♠❡❥♦r❛ ❞❡ ❧❛ ✐♥t❡♥s✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❧✉③ ❡♥ ❧❛ ❞✐r❡❝❝✐ó♥ ♥♦r♠❛❧
② ✉♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠ás ❣r❛♥❞❡ ❡♥ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧♦s ▲❊❉ ♣❧❛♥❛r❡s✳
❊♥ ❬✻✽❪✱ ■❞❡♥t✐✜❝❛♥ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡ ❧♦s ♣❛tr♦♥❡s q✉❡ ♣❡r♠✐t❡♥ ❛ ✉♥❛ ❝é❧✉❧❛ ♠♦str❛r
♠♦r❢♦❧♦❣í❛s ❞✐✈❡rs❛s ❛sí ❝♦♠♦ ❡str✉❝t✉r❛s ❞✐♥á♠✐❝❛s ❞✉r❛♥t❡ ❡❧ ❞❡s❛rr♦❧❧♦✳ ❙✐❡♥❞♦
❞✐❝❤♦s ♣❛tr♦♥❡s s✐♠✐❧❛r❡s ❛❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥ ❡♣✐t❡❧✐♦s r❡✈❡❧❛♥❞♦ ✉♥
♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡str✉❝t✉r❛s ❛❧t❛♠❡♥t❡ ♦r❞❡♥❛❞❛s ❞✉r❛♥t❡ ❡❧
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✽
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✶✿ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝❛
❞❡s❛rr♦❧❧♦ ❞❡ ❧❛ ❝é❧✉❧❛✳
❊♥ ❬✻✾❪✱ ❙❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ♣❛r❛ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❝♦♥t✐♥✉♦ ❡♥ ❡❧ ❞♦♠✐♥✐♦ ♣♦r♦s♦
❣❡♦♠étr✐❝♦ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐❞❛❞ ♣r♦❞✉❝✐❡♥❞♦ ❧❛ ✜❧tr❛❝✐ó♥ ❞❡ ✉♥❛ ♠❡♠❜r❛♥❛✱
❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ s❡ ❝♦♥✈✐❡rt❡ ❡♥ ✉♥ ❢❛❝t♦r s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈♦ ❡♥
❧❛ tr❛♥s❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ♠❛s❛✳
❊♥ ❧❛ ❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✷✱ s❡ ❡sq✉❡♠❛t✐③❛ ❧❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s ❞❡ ❝♦♥t♦r♥♦ ❛s♦❝✐❛❞❛s ♣❛r❛
❧❛ r❡♣r❡s❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ tr❛❜❛❥♦✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ❡st✉❞✐❛ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞ ❞❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦
② s✉ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝✐❛ s♦❜r❡ ❡❧ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ t♦rt❛ ❡s♣❛❝✐❛❧ ❛ ❧♦ ❧❛r❣♦ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❛✳
▲❧❛♠❛♥❞♦ ❡❧ ✐♥t❡rés ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s q✉❡ s❡ ❞❡s❝r✐❜❡♥ ❡♥ ❧♦s ✢✉❥♦s ② ❡❧ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦
❞❡ ❧❛ t♦rt❛✱ ❝♦♥✈✐❡rt✐❡♥❞♦s❡ ❡♥ ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ❡✜❝✐❡♥t❡s ♣❛r❛ ❛♥❛❧✐③❛r ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛
❣❡♦♠❡trí❛ ❞❡❧ ❞✐s♣♦s✐t✐✈♦ ❞❡ ✜❧tr❛❝✐ó♥✱ ❡❧ r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ✜❧tr❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ ♦tr♦s✳
❯♥♦ ❞❡ ❧♦s ✉s♦s ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✱ ♠ás ❝♦♥♦❝✐❞♦s ❡stá♥ ❢♦✲
❝❛❧✐③❛❞❛s ❡♥ ❧❛s ❧❛❜♦r❡s q✉❡ ❞❡s❛rr♦❧❧❛♥ ❡♥ ❧❛s ✐♥❞✉str✐❛s ♠❛❞❡r❡r❛s ❝♦♠♦ t❡①t✐❧❡s✳
❊♥ ❞♦♥❞❡ s❡ r❡q✉✐❡r❡ ❝♦rt❛r ❝✐❡rt❛ ♣r♦❞✉❝t♦ ♣♦r ❡❥❡♠♣❧♦ ♠❛❞❡r❛ ❝♦♥ ❧❛ ✜♥❛❧✐❞❛❞ ❞❡
♠❛①✐♠✐③❛r ❧❛ ✉t✐❧✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ r❡❝✉rs♦✳ ▲♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❝♦rt❡ t✐❡♥❡♥ ✉♥❛ ♣❡q✉❡ñ❛ ❞✐✲
❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ s✐❡♥❞♦ ❡stá ❧❛ ❞✐✈✐s✐ó♥
t✐♣♦ ❣✉✐❧❧♦t✐♥❛ ❡♥ ❡❧ r❡❝✉rs♦ q✉❡ s❡ ❡stá s❡❝❝✐♦♥❛♥❞♦ ❬✸✾❪✳
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✸✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❝♦rt❡ ❞❡ ✉♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝✐r❝✉❧❛r✱ ❡♥ s❡❝❝✐♦♥❡s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✸✾
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✷✿ ▼♦❞❡❧❛♥❞♦ ❡❧ ❡❢❡❝t♦ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥s✐❞❛❞
r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❡s✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ ❛✮ ❡s ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♦❜t❡♥✐❞❛ ❜❛❥♦ ✉♥❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ ② ❜✮ ❡s ❡❧
✐♥❝✉♠❜❡♥t❡ ❡♥❝♦♥tr❛❞♦ ♣♦r ♠❡❞✐♦ ❞❡ ✉♥❛ ♠❡t❡❤❡✉r✐st✐❝❛✳
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✸✿ ❈♦rt❡ ❞❡ ❜❧♦q✉❡s ❞❡ ♠❛❞❡r❛
❊s ❝❧❛r♦ q✉❡ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ✉s❛r❧♦ ❡♥ ❧❛ ❝♦♥s✲
tr✉❝❝✐ó♥ ❞❡ ❡❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s✱ ♣♦r s✉♣✉❡st♦ s❡r✐❛ tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❊♥ ❬✼✵❪✱ ♠✉❡str❛ ✉♥
♣❛♥♦r❛♠❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡ ❧❛s ❡❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❛rq✉✐t❡❝tó♥✐❝❛s q✉❡ ❡stá♥ r❡❧❛❝✐♦♥❛❞❛s ❝♦♥ ✜✲
❣✉r❛s ♣♦❧✐é❞r✐❝❛s✳ ▲❛ ✜❣✉r❛ ✸✳✶✹✱ ♣r❡s❡♥t❛ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❛❝t✉❛❧❡s q✉❡ s♦♥
❢♦r♠❛❞❛s ❜❛❥♦ ❡sq✉❡♠❛s ❣❡♦♠étr✐❝♦s✳
❖tr❛ ❞❡ ❧❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ❡s ❡❧ ❝✉❜r✐♠✐❡♥t♦ ❞❡ ③♦♥❛s t❡rr❡str❡s ♣♦r t♦rr❡s ❞❡
t❡❧❡❝♦♠✉♥✐❝❛❝✐ó♥✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ s❡ t✐❡♥❡ ❡❧ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❞❡ ❝♦♥ ❡❧ ♠❡♥♦r ♥✉♠❡r♦ ❞❡ t♦rr❡s
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✹✵
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✹✿ ❆rq✉✐t❡❝t✉r❛
♣♦s✐❜❧❡ ❛❜❛st❡❝❡r ❛❧ ♠❛②♦r ♥✉♠❡r♦ ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ♣❡rs♦♥❛s ❞❡ ✉♥❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛❞❛ ❧♦❝❛❧✐❞❛❞
❬✼✶❪✳
❯♥❛ ❞❡ ❧❛s ♥✉❡✈❛s ❛♣❧✐❝❛❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❡s
❧❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛ ❛❞✐t✐✈❛ ❝♦♥♦❝✐❞❛ ❝♦♠ú♥♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ ✐♠♣r❡s✐ó♥ ✸❉✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ♣r❡✲
t❡♥❞❡ ❢❛❜r✐❝❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❝♦♥ ❛❧t♦ ❣r❛❞♦ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❣❡♦♠étr✐❝❛ q✉❡ ♣❛r❛ ❧❛s
té❝♥✐❝❛s ❝♦♥✈❡♥❝✐♦♥❛❧❡s ❡r❛ ✐♠♣♦s✐❜❧❡ ♦❜t❡♥❡r✳ ❉✐❝❤♦ ♣r♦❜❧❡♠❛ ♣✉❡❞❡ s❡r ❛t❛❝❛❞♦
❝♦♥ ❛❧❣✉♥♦s ❞❡ ❧♦s ❛❧❣♦r✐t♠♦s ♣r♦♣✉❡st♦s ♣❛r❛ ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥✲
t♦ ✐rr❡❣✉❧❛r tr✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✸❉■P✮✳ ❊♥ ❬✼✷❪✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s tr❛❜❛❥♦s ❛❝❛❞é♠✐❝♦s
♣❧❡♥❛♠❡♥t❡ r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦s ❡♥tr❡ ❧❛ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❛ ❛❞✐t✐✈❛ ② ❧♦s ♣r♦❜❧❡♠❛s ✸❉■P
❈❛♣ít✉❧♦ ✸✳ ▼❛r❝♦ ❚❡ór✐❝♦ ✹✶
❋✐❣✉r❛ ✸✳✶✺✿ ▼❛♥✉❢❛❝t✉r❛ ❛❞✐t✐✈❛
❈❛♣ít✉❧♦ ✹
❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ▼❛t❡♠át✐❝❛
❙♦❧♦ tr✐✉♥❢❛ ❡♥ ❡❧ ♠✉♥❞♦ q✉✐❡♥ s❡ ❧❡✈❛♥t❛ ② ❜✉s❝❛
❛ ❧❛s ❝✐r❝✉♥st❛♥❝✐❛s ② ❧❛s ❝r❡❛ s✐ ♥♦ ❧❛s ❡♥❝✉❡♥tr❛✳
❇❡r♥❛r❞ ❙❤❛✇
❇♦sq✉❡❥♦
✹✳✶✳ ▼♦❞❡❧♦ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✹✳✶✳✶✳ ❋✉♥❝✐ó♥ ❖❜❥❡t✐✈♦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✹✳✶✳✷✳ ❘❡str✐❝❝✐♦♥❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
▲♦s ♣❛rá♠❡tr♦s ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ s♦♥ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❡♠❜❛❧❛❞♦s ❡♥ ✉♥ ❝♦♥t❡✲
♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ♠í♥✐♠♦s ② ♠á①✐♠♦s ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦s✱ ❛sí ✉♥❛
r❡str✐❝❝✐ó♥ q✉❡ ♥♦ ♣❡r♠✐t❡ q✉❡ ❧♦s ❝ír❝✉❧♦s s❡ s❛❧❣❛♥ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ② s❡ ✐♥t❡r❝❡♣t❡♥
❡♥tr❡ ❡❧❧♦s✳ ▲❛s ❝✉❛❧❡s s❡rá♥ ❞❡t❛❧❧❛❞❛s ♠ás ❛❞❡❧❛♥t❡✳
■♥❞✐❝❡s ❞❡ ❛rr❡❣❧♦s
✐✳ ◆ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳
❦✳ ❚✐♣♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ✐❣✉❛❧❡s ❞❡ ❡s❝❛❧❛s s✐♠✐❧❛r❡s✳
P❛rá♠❡tr♦s
mk✳ ❈❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ♠í♥✐♠♦s q✉❡ s❡ ❞❡❜❡♥ ❡♠❜❛❧❛r✳
Mk✳ ❈❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ♠á①✐♠♦s q✉❡ s❡ ❞❡❜❡♥ ❡♠❜❛❧❛r✳
✹✷
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ✹✸
Rk✳ ❘❛❞✐♦ ❞❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❦✳
Nik✳ ❈❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s t♦t❛❧❡s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛ s✐❡♥❞♦ ❞❡✜♥✐❞♦s
j, l : i 6= j, dij ≤ Rk +Rl
P❛rá♠❡tr♦s ❞❡ ♣r❡♣r♦❝❡s❛♠✐❡♥t♦
dij✳ ❉✐st❛♥❝✐❛ ❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛ ❡♥tr❡ ❡❧ ♣✉♥t♦ i ② j✳
αkij✱ ❡stá ❞❡✜♥✐❞♦ s❡❣ú♥✿
αkij =

 dij < Rk = 1dij ≥ Rk = 0
❱❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞❡❝✐s✐ó♥
xki ✳ ■♥❞✐❝❛ s✐ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥t♦ xi s❡ ❝♦❧♦❝❛ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❦✳
xlj✳ ■♥❞✐❝❛ s✐ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥t♦ xj s❡ ❝♦❧♦❝❛ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❧✳
▲❛ ♥❛t✉r❛❧❡③❛ ❞❡ ❧❛s ✈❛r✐❛❜❧❡s
xki ∈ {0, 1}✱ ❙✐❡♥❞♦ ✉♥ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛❝✐ó♥ ❡♥t❡r❛
✹✳✶ ▼♦❞❡❧♦ ♠❛t❡♠át✐❝♦
▼❛①✐♠✐③❛r
∑
i∈I
∑
k∈K
R2kx
k
i ✭✹✳✶✮
❙✉❥❡t♦ ❛✿
mk ≤
∑
i∈I
xki ≤Mk k ∈ K ✭✹✳✷✮
∑
k∈K
xki ≤ 1 i ∈ I\F ✭✹✳✸✮
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ✹✹
Rkx
k
i ≤ mı´n
j∈F
di,j i ∈ I, k ∈ K ✭✹✳✹✮
xki + x
l
j ≤ 1 ♣❛r❛ i ∈ I, k ∈ K (j, l) ∈ Nik ✭✹✳✺✮∑
k∈K
∑
j∈I
αkijx
k
j ≤ 1 i ∈ I ✭✹✳✻✮
xki +
∑
j:dij≤Rk
xkj ≤ 1 i ∈ I, k ∈ K ✭✹✳✼✮
xki ∈ {0, 1} i ∈ I, k ∈ K ✭✹✳✽✮
✹✳✶✳✶ ❋✉♥❝✐ó♥ ❖❜❥❡t✐✈♦
▲❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦ ❝♦♥st❛ ❞❡ ✉♥❛ ♣❛rt❡✱ ❡♥ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ✈❛ s✉♠❛♥❞♦ ❡❧ ár❡❛ ❞❡❧
♦❜❥❡t♦ ❦ ❡♠❜❛❧❛❞♦✱ ❡♥ ❡❧ ♣✉♥t♦ ✐✳
∑
i∈I
∑
k∈K
R2kx
k
i
✹✳✶✳✷ ❘❡str✐❝❝✐♦♥❡s
▲❛ ♣r✐♠❡r❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❤❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ♠í♥✐♠❛ ② ♠á✲
①✐♠❛ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s t✐♣♦ ❦✱ ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳
mk ≤
∑
i∈I
xki ≤Mk k ∈ K
▲❛ s❡❣✉♥❞❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ♣r♦t❡❣❡ q✉❡ ❛ ❧♦ ♠á①✐♠♦ ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛
s❡ ❝♦❧♦q✉❡ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ t✐♣♦ ❦✱ s❡ ❡①❝❧✉②❡ ❞❡ ❡stá ♣♦s✐❜❧❡ ❛s✐❣♥❛❝✐ó♥ ❛ ❧♦s ♣✉♥t♦s
✉❜✐❝❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❢r♦♥t❡r❛ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳
∑
k∈K
xki ≤ 1 i ∈ I\F
▲❛ t❡r❝❡r❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❡stá ✈✐♥❝✉❧❛❞❛ ❛❧ ❝✉✐❞❛❞♦ ❞❡ q✉❡ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ t✐♣♦ ❦✱ ♥♦ s❡
s❛❧❣❛ ♣♦r ❛rr✐❜❛✱ ❛❜❛❥♦✱ ✐③q✉✐❡r❞❛ ♦ ❞❡r❡❝❤❛ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❊stá ❡s ✉♥❛ r❡str✐❝❝✐ó♥
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ✹✺
❞❡ ❢r♦♥t❡r❛ q✉❡ ✈❛r✐❛ ❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
Rkx
k
i ≤ mı´n
j∈F
di,j i ∈ I, k ∈ K
▲❛ ❝✉❛rt❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❡s ❧❛ q✉❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛ q✉❡ ❢♦r♠❛ t❡♥❞rá ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❡♠❜❛❧❛❞♦✱
❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❧❛ ♥♦r♠❛s ❡✉❝❧✐❞✐❛♥❛s ♠♦str❛❞❛s ❡♥ ❧❛ t❛❜❧❛ ✹✳✶✳ ❉✐❝❤❛s ♥♦r♠❛s s♦♥
✉s❛❞❛s ❝♦♠♦ ✉♥ ♣r❡♣r♦❝❡s❛♠✐❡♥t♦✱ ♣❛r❛ ❞❛r❧❡ ❧❛s ❜♦♥❞❛❞❡s ❞❡ ❧♦s ♠♦❞❡❧♦s ❧✐♥❡❛❧❡s
❡♥t❡r♦s ❛❧ ♠♦❞❡❧♦ ✉s❛❞♦ ❡♥ ❡stá ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ ❛❞❡♠ás ❞❡ ✐♠♣❡❞✐r ❡❧ tr❛s❧❛♣❡ ❡♥tr❡
♦❜❥❡t♦s✳
xki + x
l
j ≤ 1 ♣❛r❛ i ∈ I, k ∈ K (j, l) ∈ Nik
❖❜❥❡t♦ ◆♦r♠❛
❈✉❛❞r❛❞♦ ▼❛① ④| x |, | y | ⑥
❘♦♠❜♦ | x | + | y |
❈ír❝✉❧♦
√
x2 + y2
❖❝tá❣♦♥♦ ▼❛① {| x |, | y |, (1√2)(|z1|+ |z2|)}
❚❛❜❧❛ ✹✳✶✿ ◆♦r♠❛s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ✜❣✉r❛s
▲❛ q✉✐♥t❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❡s ✉♥❛ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞ ✈❛❧✐❞❛❞ q✉❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡
∑
k∈K
∑
j∈I
αkijx
k
j ≤ 1 i ∈ I
❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ❧❛ s❡st❛ r❡str✐❝❝✐ó♥ ❡s ♦tr❛ ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞ ✈❛❧✐❞❛❞❀ ❡♥ ❬✹✻❪✱ s❡ r❡❛❧✐③❛
✉♥❛ ❞❡t❛❧❧❛❞❛ ❡①♣❧✐❝❛❝✐ó♥ ❞❡ ❡st❛s ❞❡s✐❣✉❛❧❞❛❞✳
xki +
∑
j:dij≤Rk
xkj ≤ 1 i ∈ I, k ∈ K
✹✳✶✳✷✳✶ ❆♥✐❞❛❝✐ó♥
❍❛st❛ ❞♦♥❞❡ s❡ ❤❛ ❞❡s❝r✐t♦ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♥♦ s❡ ♣❡r♠✐t❡ q✉❡ ✉♥ ♦❜❥❡t♦✱ q✉❡ s❡ ❡stá
❡♠♣❛q✉❡t❛♥❞♦ ❡st❡ ❝♦♥t❡♥✐❞♦ ❡♥ ♦tr♦ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ♠❡♥♦r ❡s❝❛❧❛✳P❛r❛ ❧♦ ❝✉❛❧ ❡s ♥❡❝❡✲
s❛r✐♦ ❝❛♠❜✐❛r ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❢❛❝t✐❜❧❡s ❞❡ ♣✉♥t♦s ❝❛♥❞✐❞❛t♦s N ✱ ❉❛❞♦ q✉❡ ❧❛ r❡str✐❝❝✐ó♥
❈❛♣ít✉❧♦ ✹✳ ❋♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ▼❛t❡♠át✐❝❛ ✹✻
❞♦s s♦❧♦ ♣❡r♠✐t❡ ♣♦r ❝❛❞❛ ♣✉♥t♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛ ♦ ❧♦ ♠ás ✉♥ ♦❜❥❡t♦ s✉s❝r✐t♦ ❡♥ ❡❧✱ ♣❛r❛
♣❡r♠✐t✐r q✉❡ s❡ ❣❡♥❡r❡ ❧❛ ❛♥✐❞❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s s❡ r❡q✉✐❡r❡ ❛❞✐❝✐♦♥❛r ✉♥ ❝❛s♦ ❛❧
♣r❡♣r♦❝❡s❛♠✐❡♥t♦ q✉❡ s❡ ❤❛❝❡ ♣❛r❛ ❢♦r♠❛r ❧❛ ❝✉❛rt❛ r❡str✐❝❝✐ó♥✳
Ωik = {j, l : i 6= j, Rk − gk −Rl < dij < Rk +Rl, Rk − gk > Rl} ✭✹✳✾✮
❈❛♣ít✉❧♦ ✺
▼ét♦❞♦❧♦❣✐❛
✧❚♦❞♦s ❧♦s ❞í❛s ❉✐♦s ♥♦s ❞❛ ✉♥ ♠♦♠❡♥t♦ ❡♥ ❡❧ q✉❡ ❡s ♣♦s✐❜❧❡
❝❛♠❜✐❛r t♦❞♦ ❧♦ q✉❡ ♥♦s ❤❛❝❡ ✐♥❢❡❧✐❝❡s✳ ❊❧ ✐♥st❛♥t❡ ♠á❣✐❝♦ ❡s ❡❧ ♠♦♠❡♥t♦
❡♥ q✉❡ ✉♥ ✬sí✬ ♦ ✉♥ ✬♥♦✬ ♣✉❡❞❡♥ ❝❛♠❜✐❛r t♦❞❛ ♥✉❡str❛ ❡①✐st❡♥❝✐❛
P❛✉❧♦ ❈♦❡❧❤♦
❇♦sq✉❡❥♦
✺✳✶✳ ❊q✉✐♣♦ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✺✳✷✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✺✳✸✳ ❙✉♣✉❡st♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✺✳✹✳ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✺✳✹✳✶✳ ❚❡❧❡s❝♦♣✐❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✺✳✺✳ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦❜❥❡t♦s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✺✳✻✳ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
❊♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s s✉♣✉❡st♦s ♣❧❛♥t❡❛❞♦s ♣❛✲
r❛ ❞❡s❛rr♦❧❧❛r ❡❧ tr❛❜❛❥♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐✈♦✱ ❛sí ❝♦♠♦ ❧❛s ❤❡rr❛♠✐❡♥t❛s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧❡s
✉s❛❞❛s ♣❛r❛ r❡s♦❧✈❡r ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦✳
✹✼
❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ▼ét♦❞♦❧♦❣✐❛ ✹✽
✺✳✶ ❊q✉✐♣♦ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧
▲♦s ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧❡s s❡ r❡❛❧✐③❛r♦♥ ❡♥ ✉♥❛ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r❛ ❝♦♥ ✉♥
♣r♦❝❡s❛❞♦r ■♥t❡❧ ✭❘✮ ❳❡♦♥ ✭❘✮ ❈P❯ ❊✸✲✶✷✹✺ ✈✸ ❅ ✸✳✹●❍③ ❝♦♥ ✽ ♥✉❝❧❡♦s✱ ❝♦♥ ✉♥❛
♠❡♠♦r✐❛ ❘❆▼ ❞❡ ✶✻ ●❇ ❡♥ ✉♥ s✐st❡♠❛ ♦♣❡r❛t✐✈♦ ❲✐♥❞♦✇s ✼ ❞❡ ✻✹ ❜✐ts✳
✺✳✷ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧
P❛r❛ ❧❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ❞❡ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ s❡ ✉s♦ ❡❧ ❡♥t♦r♥♦ ❞❡
❞❡s❛rr♦❧❧♦ ✐♥t❡❣r❛❞♦r ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞♦ ♣♦r ▼✐❝r♦s♦❢t ❱✐s✉❛❧ ❙t✉❞✐♦ ✷✵✶✷✱ ❡♥ ❧❡♥❣✉❛❥❡
❞❡ ♣r♦❣r❛♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❈✰✰✱ ✉s❛♥❞♦ ❝♦♠♦ ♦♣t✐♠✐③❛❞♦r ❧❛ ❧✐❜r❡rí❛ ❞❡ ❈P▲❊❳ ✶✷✳✻✶✳
✺✳✸ ❙✉♣✉❡st♦s ❝♦♥s✐❞❡r❛❞♦s
P❛r❛ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ s❡ ❛s✉♠✐ó
q✉❡ ❧♦s r❡s✐❞✉♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ♣♦r ❧♦s ❢❛❝t♦r❡s✿
✶✳ ❚❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❡♥tr❡ ✷✵✵ ② ✸✵✵ ✉♥✐❞❛❞❡s ♠étr✐❝❛s✳
✷✳ ▲❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❡♥tr❡ ✷✼ ② ✸✺✳
✸✳ ▲❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦s ❡♥tr❡ ✶✺✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ▼ét♦❞♦❧♦❣✐❛ ✹✾
✺✳✹ ❉✐s❡ñ♦ ❞❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t♦s
✺✳✹✳✶ ❚❡❧❡s❝♦♣✐❛
P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦ s♦❧♦ s❡ t✉✈♦ ✉♥ ❢❛❝t♦r ❝♦♥ ❝✉❛tr♦ ♥✐✈❡❧❡s s✐❡♥❞♦ ❡st❡ ❡❧ t✐♣♦ ❞❡
♦❜❥❡t♦ ❡♠♣❛q✉❡t❛❞♦ ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❬✼✸❪✳
✺✳✺ ●❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♦❜❥❡t♦s
P❛r❛ t❡♥❡r ♦❜❥❡t♦s ❞❡ ❞✐st✐♥t♦s t❛♠❛ñ♦s s❡ ❝♦♥s✐❞❡r♦ q✉❡ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ ♠❡♥♦r
t❛♠❛ñ♦ R0✱ ❡st✉✈✐❡r❛ ♣r♦♣♦r❝✐♦♥❛❞♦ ♣❛r❛ ❡❧ tr❛t❛♠✐❡♥t♦ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛✿
R0 =
Ta
6K
✭✺✳✶✮
❙✐❡♥❞♦ Ta ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ② K ❡❧ ♥✉♠❡r♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❞✐✲
❢❡r❡♥t❡s ❛ ❡♠❜❛❧❛r ♣❛r❛ ❡❧ tr❛t❛♠✐❡♥t♦✱ ❞✐❝❤♦s ❢❛❝t♦r❡s s♦♥ ❣❡♥❡r❛❞❛s ❛❧❡❛t♦r✐❛♠❡♥t❡
❡♥ ❧♦s r❛♥❣♦s ❡s♣❡❝✐✜❝❛❞♦s ❡♥ ❧❛ s❡❝❝✐ó♥ ✹✳✸✳ P❛r❛ ❧♦s r❡st❛♥t❡s ♦❜❥❡t♦s j✱ s❡ ✉s♦ ✉♥❛
❞❡ ❧❛s ✐❞❡❛s ❡①♣r❡s❛❞❛s ❡♥ ✇✇✇✳♣❛❝❦♦♠❛♥✐❛✳❝♦♠ ✳
Tj = (R0)(j + 0.2) ✭✺✳✷✮
❋✐♥❛❧♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❛s✐❣♥❛r ✉♥❛ ❝♦t❛ ❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❡①✐st❡♥t❡ ❞❡ ❝❛❞❛ ♦❜❥❡t♦✱ s❡
t✐❡♥❡ ❝♦♠♦ ♠í♥✐♠♦ ♣❛r❛ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s ❞❡ ✉♥ ♦❜❥❡t♦ ❞❡ t❛♠❛ñ♦ j s❡❛ ❝♦❧♦❝❛❞♦ ❡♥
❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✱ ♣❡r♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ♠á①✐♠❛ ❞❡❧ ♦❜❥❡t♦ j ❡stá ❧✐♠✐t❛❞❛ ❡♥tr❡ ✺✵ ② ✷✵✵✳
❉✐❝❤♦ ❝♦t❛ ❡s ❛s✐❣♥❛❞❛ ❛❧❡❛t♦r✐❛♠❡♥t❡✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✺✳ ▼ét♦❞♦❧♦❣✐❛ ✺✵
✺✳✻ ❆❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥
P❛r❛ ❧❛ ♣r❡s❡♥t❡ ✐♥✈❡st✐❣❛❝✐ó♥ s❡ ❞✐s❡ñ♦ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✐t❡r❛t✐✈♦ ❣♦❧♦s♦ ❝♦♥ ❜ús✲
q✉❡❞❛ ❧♦❝❛❧ ♣❛r❛ ❡♠♣❛❝❛r ❡❧ ♠❛②♦r ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ♣❡r♠✐t✐❡♥❞♦
❧❛ ❛♥✐❞❛❝✐ó♥✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❍❡✉ríst✐❝❛ ❝♦♥str✉❝t✐✈❛ ❣r❡❡❞②
✐♥♣✉t ✿ ▼❛❧❧❛ I✱ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r C = (ιˆ, R, η)✳ ❘❛❞✐♦s Rk✱ ❝♦t❛ ✐♥❢❡r✐♦r bmı´nk ②
❝♦t❛ s✉♣❡r✐♦r bma´xk ✱ k ∈ K
♦✉t♣✉t✿ ▲✐st❛ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❡♠♣❛❝❛❞♦s E
❧❡t K ′ ← s♦rt✭K✮ ❀
❧❡t E ← ∅ ❀
❢♦r k ∈ K ′ ❞♦
✴✯ ■♥❞✐❝❡ ❢❛❝t✐❜❧❡s ❛ ❛s✐❣♥❛r ✉♥ ❝✐r❝✉❧♦ ❞❡ r❛❞✐♦ k ✯✴
P ← {i ∈ I | dij > Rk +Rl; (j, Rl, η) ∈ E} ∪ {i ∈ I | |Rk −Rl| < dij <
Rk +Rl; (j, Rl, η) ∈ E}
✇❤✐❧❡ P 6= ∅ ❞♦
p← P [1] ✴✯ Pr✐♠❡r ❡❧❡♠❡♥t♦ ❞❡ P ✯✴
E ← E ∪ {(p,Rk, η)} ✴✯ ❊♠♣❛❝❛ ✉♥ ❝✐r❝✉❧♦ ❝❡♥tr❛❞♦ ❡♥ p ✯✴
P ← P\{i ∈ P | dip ≤ 2Rk} ✴✯ ❆❝t✉❛❧✐③❛r P ✯✴
❈❛♣ít✉❧♦ ✻
▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s
✧◆✉❡str❛ ♠❛②♦r ❞❡❜✐❧✐❞❛❞ r❛❞✐❝❛ ❡♥ r❡♥✉♥❝✐❛r✳ ▲❛ ❢♦r♠❛ ♠ás s❡❣✉r❛ ❞❡ t❡♥❡r é①✐t♦
❡s s✐❡♠♣r❡ ✐♥t❡♥t❛r❧♦ ✉♥❛ ✈❡③ ♠ás✧
❚❤♦♠❛s ❆✳ ❊❞✐s♦♥
❇♦sq✉❡❥♦
✻✳✵✳✶✳ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶
✻✳✵✳✷✳ ▼❛❧❧❛s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷
❊♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛ ❣❡♥❡r❛❝✐ó♥ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s q✉❡ s♦♥
✉s❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ② ❝♦♠♦ s❡r✐❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❡❧ ❝❛♠❜✐♦ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳
✻✳✵✳✶ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s
❊♥ ❡❧ ♣r❡s❡♥t❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ✉s❛ ❝♦♥ ♠❛②♦r ❢r❡❝✉❡♥❝✐❛ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱
❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ❤❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛♥❞♦ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❡♥ ♣✉♥t♦s ❝♦♥ ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s
x ② y✱ ❧❛s ❝✉❛❧❡s ❢✉♥❣❡♥ ❝♦♠♦ ♣♦s✐❜❧❡s ❝❡♥tr♦s ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❛ ❡♠♣❛❝❛r✳ ❉❡s♣✉és ❞❡
❝♦♥str✉✐r ❧❛ ♠❛❧❧❛ s❡ ❞❡✜♥❡ ❡❧ ❝♦♥❥✉♥t♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s ✭✉s❛♥❞♦ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✾✮✳ ❉✐❝❤♦
❝♦♥❥✉♥t♦ ♣❡r♠✐t❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛r ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ♣♦❞rá ♦ ♥♦ ❝♦❧♦❝❛r ✉♥ ♦❜❥❡t♦✳
P❛r❛ ✉s❛r ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s s❡ ♣✉❡❞❡ ✉s❛r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✹✳✻ ♣❛r❛ ❞❡✜♥✐r
✺✶
❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ ▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✺✷
❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✱ ❝❧❛r♦ ❞❡♣❡♥❞✐❡♥❞♦ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❝✐r❝✉❧❛r q✉❡ s❡ q✉✐❡r❡ ❡♠♣❛❝❛r s❡ ❞❡❜❡rá
✉s❛r ✉♥❛ ♥♦r♠❛ ❡♥ ❡s♣❡❝✐✜❝♦✳
✻✳✵✳✷ ▼❛❧❧❛s
❊♥ ❡st❡ tr❛❜❛❥♦ s❡ ♣r✉❡❜❛♥ ❝✉❛tr♦ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s ♣❛r❛ ❝❛❞❛ ✐♥st❛♥❝✐❛✱ ❧❛s
❝✉❛❧❡s s♦♥ ❝✉❛❞r✐❝✉❧❛r ✭❈✮✱ r♦♠❜♦✐❞❡ ✭❘✮ ② ♣❛r❛ ✉♥❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ s❡ ❤❛rá
❧❛ ❞✐st✐♥❝✐ó♥ ❡♥ ❧❛ r♦t❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ❢♦r♠❛❞❛ ♣♦r ❧♦s ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x ✭❍❍✮
♦ y ✭❍❱✮✳ ❈♦♠♦ ♣r✐♠❡r ♣❛s♦ s❡ ❡①♣❧✐❝❛r❛ ❝♦♠♦ s❡ ❤❛❝❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❝❛❞❛ ♠❛❧❧❛
② ❧✉❡❣♦ s❡ ♠♦str❛rá ❣rá✜❝❛♠❡♥t❡ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s✳
❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✷ ♠✉❡str❛ ❡❧ ♣r♦❝❡❞✐♠✐❡♥t♦ ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
✭❈✮✱ ❡♥ ❡❧ ❝❛s♦ q✉❡ s❡ q✉✐❡r❛ ❤❛❝❡r ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❝✉❛❞r❛❞❛ ❧♦s ✈❛❧♦r❡s W ② L ❞❡❜❡rá♥
s❡r ❧♦s ♠✐s♠♦s✳ ❊❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ♣❡r♠✐t❡ ✈❛r✐❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x ② y✳
❆❧❣♦r✐t❤♠ ✷✿ ▼❛❧❧❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❉❛t❛✿
❈❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❲✱▲
❈❛r❛❝t❡ríst✐❝❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ▼✱◆
❘❡s✉❧t✿ ❈♦♦r❞❡♥❛❞❛s (x, y) ∈ cx × cy ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛
❜❡❣✐♥
❈❛❧❝✉❧❛r dx = WM−1 ② dy =
L
N−1
cx = (i− 1)dx |i ∈ {1, 2, ..., (M + 1)}
cy = (j − 1)dy |j ∈ {1, 2, ..., (N + 1)}
P❛r❛ ❣❡♥❡r❛r ♦tr♦ t✐♣♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛ s❡ r❡❝♦♠✐❡♥❞❛ ✉s❛r ❧❛ s❛❧✐❞❛ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✷
② r❡❛❧✐③❛r ♠♦✈✐♠✐❡♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x ② y s❡❣ú♥ s❡❛ ❧❛ ♣r❡❢❡r❡♥❝✐❛✳ ❙❡ ♣✉❡❞❡ ✉s❛r
❝✉❛❧q✉✐❡r ❡str✉❝t✉r❛ ♠❛t❡♠át✐❝❛ ♣❛r❛ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛r ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s✱ ♣❡r♦ ♣❛r❛ q✉❡
❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ♣✉❡❞❛ s❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ❞❡❜❡♥ s❡r
✐❣✉❛❧❡s✳
❈❛♠❜✐❛♥❞♦ ❧❛ ❞❡✜♥✐❝✐ó♥ x ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✷ ❡s ♣♦s✐❜❧❡ ❞❡ ❣❡♥❡r❛r ❧❛ ♠❛❧❧❛ r♦♠✲
❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ ▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✺✸
❜♦✐❞❡ ✭❘✮✱ ♣❛r❛ ❧♦ ❝✉❛❧ s❡ ✉s❛ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✻✳✶✳
❉♦♥❞❡ d2x = dx +
W
2(M+1)
.
x =

 x, s✐
y
dy
s♦♥ ✐♠♣❛r
x+ d2x , s✐
y
dy
s♦♥ ♣❛r
✭✻✳✶✮
❊♥ ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✻✳✷✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s q✉❡ s❡ ❞❡❜❡♥ ❤❛❝❡r ♣❛r❛ ❣❡♥❡r❛r
✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x ✭❍❍✮✳ ❊❧ ❤❡①á❣♦♥♦ ❡st❛rá ❛❝♦st❛❞♦✱ ♣❛r❛ ❤❛❝❡r
❧❛ ♠❛❧❧❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♣❡r♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ y ✭❍❱✮✱ s❡ ❞❡❜❡ ❛♣❧✐❝❛r ❧❛ ♠✐s♠❛ ❧ó❣✐❝❛ ✉s❛❞❛
♣❛r❛ ❝♦♥str✉✐r ❧❛ ❡❝✉❛❝✐ó♥ ✻✳✷ ♣❡r♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ y✱ ❧❛ ❝✉❛❧ ❡s ❞❡s❝r✐t❛ ❢♦r♠❛❧♠❡♥t❡ ❡♥
✻✳✸✳
x =


x+ d2x , s✐
x
dx
② y
dy
s♦♥ ♣❛r
x+ d2x , s✐
x
dx
② y
dy
s♦♥ ✐♠♣❛r
x ❞❡ ♦tr❛ ❢♦r♠❛
✭✻✳✷✮
❉♦♥❞❡ d3y = dy +
L
2(N+1)
.
y =


y + d3y , s✐
x
dx
② y
dy
s♦♥ ♣❛r
y + d3y , s✐
x
dx
② y
dy
s♦♥ ✐♠♣❛r
y ❞❡ ♦tr❛ ❢♦r♠❛
✭✻✳✸✮
❊♥ ❧❛s ✜❣✉r❛s ✻✳✶✱ ✻✳✷✱ ✻✳✸ ✻✳✹✱ s❡ ♠✉❡str❛♥ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s ✉s❛❞❛s ♣❛r❛
❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✳ P❛r❛ ❡❧ ❞✐s❡ñ♦ ❞❡ ❧❛s ♠✐s♠❛s s❡ ✉s♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ✷ ❝♦♠♦ ❜❛s❡ ②
❝♦♥ ❛❧❣✉♥❛s ♠♦❞✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ✭❡❝✉❛❝✐♦♥❡s ✻✳✶✱✻✳✷✱ ✻✳✸✮ s❡ ♦❜t✉✈✐❡r♦♥ ❧❛s ❞❡♠ás ♠❛❧❧❛s✳
❙✐ s❡ ♣♦♥❡ ❝✉✐❞❛❞♦ ❛ ❧❛s ✜❣✉r❛s ✻✳✶✱ ✻✳✷✱ ✻✳✸✱ ❢á❝✐❧♠❡♥t❡ s❡ ♣♦❞rá ♥♦t❛r ❧❛ ❡str✉❝t✉r❛
❞❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛✳ P❛r❛ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✻✳✶✱ ♥♦ s❡ ❞❡❧✐♠✐t♦ ❡❧ ár❡❛ ♣♦s✐❜❧❡ ❝♦♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r
❞❛❞♦ q✉❡ ❡stá ♠❛❧❧❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❛❥✉st❛ ❝♦♥ ♠❛②♦r ❢❛❝✐❧✐❞❛❞ ❧♦s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s✱ s❡
✉s❛r♦♥ ✷✺✵✵ ♣✉♥t♦s ♣❛r❛ ❛❥✉st❛r ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ♣❛r❛ ❧❛s ❞❡♠ás ♠❛❧❧❛s
❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ ▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✺✹
s♦❧♦ s❡ ✉s❛r♦♥ ✾✵✵ ♣✉♥t♦s✳ P❛r❛ ❧❛s ♠❛❧❧❛s r♦♠❜♦✐❞❡✱ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♥♦ ❡s r❡❝♦♠❡♥❞❛❜❧❡
❛✉♠❡♥t❛r ♠✉❝❤♦ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❞❛❞♦ q✉❡ ♥♦ s❡ ❛♣r❡❝✐❛r❛
❣rá✜❝❛♠❡♥t❡ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥tr❡ ✉♥❛ ② ♦tr❛✳ ❊stá r❡❝♦♠❡♥❞❛❝✐ó♥ s♦❧♦ ❡s ✈❛❧✐❞❛ ❛❧
♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ q✉❡r❡r ♠♦str❛r ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s ✉s❛❞❛s ✭♣r♦❝❡s♦ ❡①❝❧✉s✐✈❛♠❡♥t❡
❣rá✜❝♦✮✳
●
✭❛✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ♦❝t❛❣♦♥❛❧
●
✭❜✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r
●
✭❝✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r r♦♠❜♦✐❞❡
●
✭❞✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✉❛❞r❛❞♦
❋✐❣✉r❛ ✻✳✶✿ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s s♦❜r❡ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❝✉❛❞r❛❞❛
❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ ▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✺✺
✭❛✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ♦❝t❛❣♦♥❛❧ ✭❜✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r
✭❝✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r r♦♠❜♦✐❞❡ ✭❞✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✉❛❞r❛❞♦
❋✐❣✉r❛ ✻✳✷✿ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s s♦❜r❡ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ r♦♠❜♦✐❞❡
❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ ▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✺✻
✭❛✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ♦❝t❛❣♦♥❛❧ ✭❜✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r
✭❝✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r r♦♠❜♦✐❞❡ ✭❞✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✉❛❞r❛❞♦
❋✐❣✉r❛ ✻✳✸✿ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s s♦❜r❡ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❤❡①á❣♦♥♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ y
❈❛♣ít✉❧♦ ✻✳ ▼❛❧❧❛s ② ❈♦♥t❡♥❡❞♦r❡s ✺✼
✭❛✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ♦❝t❛❣♦♥❛❧ ✭❜✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✐r❝✉❧❛r
✭❝✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r r♦♠❜♦✐❞❡ ✭❞✮ ❈♦♥t❡♥❡❞♦r ❝✉❛❞r❛❞♦
❋✐❣✉r❛ ✻✳✹✿ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s s♦❜r❡ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❤❡①á❣♦♥♦ s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x
❈❛♣ít✉❧♦ ✼
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❝✐r❝✉❧♦s
✧◆♦ t♦❞♦ ❧♦ q✉❡ ❝✉❡♥t❛ ♣✉❡❞❡ s❡r ❝✉❛♥t✐✜❝❛❞♦ ② ♥♦ t♦❞♦ ❧♦ q✉❡ ♣✉❡❞❡ s❡r
❝✉❛♥t✐✜❝❛❞♦ ❝✉❡♥t❛✧
❆❧❜❡rt ❊✐♥st❡✐♥
❇♦sq✉❡❥♦
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❊♥ ❡st❡ ❝❛♣ít✉❧♦ s❡ ♠♦str❛rá♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛❧ ❡♠❜❛❧❛❥❡ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s
r❡❣✉❧❛r❡s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡ t❛♠❛ñ♦ s♦❜r❡ ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✳ ❊♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ♣r❡s❡♥✲
t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡❧ ❡♠♣❛q✉❡t❛♠✐❡♥t♦ ❝♦♥ ❡❧ ♠♦❞❡❧♦ ♠❛t❡♠át✐❝♦ ② ❡❧ ✉s♦ ❞❡ ❧❛
❤❡✉ríst✐❝❛✳
✺✽
❈❛♣ít✉❧♦ ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❝✐r❝✉❧♦s ✺✾
✼✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥
❊♥ ❡st❡ ❛♣❛rt❛❞♦ s❡ ✉t✐❧✐③❛♥ ✶✺ t❛♠❛ñ♦s ❞❡ ❝ír❝✉❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❡♥ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r❡s
❝✉❛❞r❛❞♦s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ❛❞❡♠ás s♦❜r❡ ❡❧ s❡ ✈❛r✐❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s
❞❡ ♠❛❧❧❛✱ ❝♦♥s✐❞❡r❛♥❞♦ ❡♥ ♣r✐♠❡r❛ ✐♥st❛♥❝✐❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛✲
❝✐ó♥ ❝♦♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❞❡ s♦❧✉❝✐ó♥ ❡①❛❝t♦ ② ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❛ ❡st❛ s❡ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ♣♦r
❞♦s✱ ❝✉❛tr♦ ② ♦❝❤♦ ✈❡❝❡s ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r ❧♦s ❝❛♠❜✐♦s ❣❡♥❡r❛❞♦s ❡♥ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❞❡❧
❤❡✉r✐st✐❝♦ ② ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥✳
▲❛ t❛❜❧❛ ✼✳✶✱ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ✐♥st❛♥❝✐❛ ✉s❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✱ s❡ ❡s♣❡❝✐✜❝❛
❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡ ❝❛❞❛ r❛❞✐♦ ✉s❛❞♦✱ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ♣r♦❜❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❡①❛❝t♦
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s❡ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ♦❜t❡♥í❛ ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❤❡✉r✐st✐❝♦ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥
♦❜t❡♥✐❞❛ ♣♦r ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❡①❛❝t♦✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ s❡ ✈❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧♠❡♥t❡ ❡♥
❈❛♣ít✉❧♦ ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❝✐r❝✉❧♦s ✻✶
❜❛s❡ ✷✱ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛✳ ▲❛s ❧❡tr❛s ♣r❡s❡♥t❡ ❡♥ ❧❛ ✜❣✉r❛✼✳✶✭❝✮
♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡ ❧❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ ❝♦♥tr❛ ❡❧ ❡①❛❝t♦✱ ❛❞❡♠ás s❡ ❤❛ ❛❣r❡❣❛❞♦ ❧❡tr❛s
❡♥ ❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ♠❛❧❧❛ ❡st✉❞✐❛❞♦s ❝♦♥ ❧♦s ❝✉❛❧❡s s❡ ♣✉❡❞❡ ❡✈✐❞❡♥❝✐❛r
❧❛ ❢♦r♠❛❝✐ó♥ ❞❡ ❣r✉♣♦s✳ ❚❛♥t♦ ❡❧ t❡r❝❡r ② ❝✉❛rt♦ ♥✐✈❡❧ ♣r❡s❡♥t❛♥ ✐❣✉❛❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦
❡st❛❞íst✐❝♦ ✭s♦♥ ✉♥ ❣r✉♣♦✱ ♠✐s♠❛ ❧❡tr❛✮✱ ♣❡r♦ s❡ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛♥ ❞❡❧ ♥✐✈❡❧ ❞♦s ② ♠✉❝❤♦
♠ás ❞❡❧ ♥✐✈❡❧ ✉♥♦✳ P❛r❛ ❧❧❡❣❛r ❛ ❡stá ❛✜r♠❛❝✐ó♥ s❡ ✉s♦ ❧❛ ♣r✉❡❜❛ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✲ ❲❛❧❧✐s✱
❝♦♥ ✉♥ α ❞❡ ✵✳✵✺✱ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ ❝♦rr✐ó ♣r✉❡❜❛s ♣♦st ❤♦❝ s✐❡♥❞♦ ❡stá ❧❛ ❞❡ ❉✉♥♥
❝♦♥ ❧❛ ❝✉❛❧ s❡ ♣❡r♠✐t✐ó ❣❡♥❡r❛r ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❣r✉♣♦s ❡♥ ❧♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛
❡st✉❞✐❛❞♦s✳
➽◗✉❡ t❛♥t♦ ❝❛♠❜✐❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ ❝♦rr❡r ❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦❄ s❡r✐❛ ✉♥❛
♣r❡❣✉♥t❛ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ q✉❡ ❡❧ ❧❡❝t♦r s❡ ❤❛rí❛✱ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✼✳✷ ♠✉❡str❛ ❝♦♠♦ ✈❛ ❝❛♠❜✐❛♥❞♦
❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❡♥ ❝❛❞❛ ❝❛s♦✱ ❛❞❡♠❛s ♠✉❡str❛ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦ ♦❜t❡♥✐❞♦ ♣❛r❛
❝❛❞❛ ❝❛s♦✳ ❆❧ t❡♥❡r ♠❛②♦r ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❞❡❥❛ ❞❡ ç❡♥tr❛❧✧❧♦s ♦❜❥❡t♦s
② ❧♦s ✈❛ ✐♥❝❧✐♥❛♥❞♦✳ ❉✐❝❤❛ ✐♥❝❧✐♥❛❝✐ó♥ ❡s ♣r♦❞✉❝✐❞❛ ♣♦r ❤❛❜❡r s❡❧❡❝❝✐♦♥❛❞♦ ❡❧ ♣r✐♠❡r
♣✉♥t♦ q✉❡ ♣❡r♠✐t❛ ❝♦♥t❡♥❡r ♦tr♦ ♦❜❥❡t♦ s♦❜r❡ ❡❧✱ s✐♥ s♦❜r❡♣❛s❛r ❡❧ ❛♥t❡r✐♦r✳ ❧❛ ✜❣✉r❛
✼✳✷✭❝✮ ♠✉❡str❛ ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ❡♥ tr❡s ❞✐♠❡♥s✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❧❛ s♦❧✉❝✐ó♥ ♦❜t❡♥✐❞❛ ❝♦♥ ✸✵
♣✉♥t♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳
✼✳✸✳✶ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✼✳✸✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❝♦❧♦❝❛❞❛s ✈❛r✐❛♥❞♦ ❧❛
❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ ❞♦♥❞❡ p ❤❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❧♦s ♣✉♥t♦s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛
✐♥st❛♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧✱ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ ✈❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛
❡♥ ❧❛ ❣rá✜❝❛✳ ❙♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x s❡ ♠✉❡str❛ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❛❞✐♦s s✐❡♥❞♦ ❡❧ ♣r✐♠❡r♦ ❞❡
♠❡♥♦r t❛♠❛ñ♦ ② ♣♦r ❝♦♥s✐❣✉✐❡♥t❡ ❡❧ ✉❧t✐♠♦✱ ❡❧ r❛❞✐♦ ♠❛②♦r✳ P❛r❛ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s s❡
❝✉♠♣❧❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ♠í♥✐♠❛ r❡q✉❡r✐❞❛ ❞❡ ❡♠♣❛❝❛r ❞❡ ❝❛❞❛ ♦❜❥❡t♦✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✼✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❝✐r❝✉❧♦s ✻✷
✼✳✸✳✷ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s
▲❛ ✜❣✉r❛ ✼✳✹✭❛✮✱ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛s ❢✉♥❝✐♦♥❡s ♦❜❥❡t✐✈♦s ❛❧ ♠♦♠❡♥t♦
❞❡ ❝❛♠❜✐❛r ❡❧ t✐♣♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛ ❡st✉❞✐❛❞❛ ✭✈❡r s❡❝❝✐ó♥✿✻✳✵✳✷✮✳ ❙❡ ❝♦❧♦❝❛❞♦ ✉♥❛ ❧✐♥❡❛
s♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x ❝♦♥ y = 0✱ ♣❛r❛ ❛♣r❡❝✐❛r ❢á❝✐❧♠❡♥t❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s q✉❡
s♦♥ ♠❡❥♦r❡s ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦ ♦ ♣♦r ❡❧ ❝♦♥tr❛r✐♦ ♥♦ ❧♦ s♦♥✳ P❛r❛ ❡st❡ ❝❛s♦ t♦❞❛s
❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s✱ ✈❛r✐❛♥❞♦ ❡❧ t✐♣♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛s ❝♦♠♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛s s♦♥
s✉♣❡r✐♦r❡s ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦✳ ❖♣✉❡st♦ ❛ ❧♦ ❡s♣❡r❛❞♦ ♣❛r❛ ❧❛s ♠❛❧❧❛s ❍❱ ② ❍❍
s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❞❡ ✸✪✱ ❝✉❛♥❞♦ s❡ ✉s❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s q✉❡
❧❛ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦✳ ▲❛ s❡❝❝✐ó♥ ✭❜✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ♠✉❡str❛ ✉♥❛ ♣r✉❡❜❛ ♣♦s✲❤♦❝
♣❛r❡❛❞❛ ❞❡ ❉✉♥♥✱ ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r s✐ ❡①✐st❡ ✉♥❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛ ❡♥tr❡ ❧❛s
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●
Circulo 6  puntos  30
FO: 312903.265time 34.1261808872223 Area/#objetos 1067.929
✭❛✮ ✸✵ ♣✉♥t♦s
●
Circulo 6  puntos  60
FO: 342094.536time 127.006948947906 Area/#objetos 1039.801
✭❜✮ ✻✵ ♣✉♥t♦s
●
Circulo 6  puntos  120
FO: 357083.914time 491.470936775208 Area/#objetos 1011.569
✭❝✮ ✶✷✵ ♣✉♥t♦s
●
Circulo 6  puntos  240
FO: 358305.874time 1930.60907506943 Area/#objetos 878.201
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✭✐♥st❛♥❝✐❛ ✷✮ ② ♣❛r❛ ❧❛ ✐♥st❛♥❝✐❛ ✸ ❝♦♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✳
❆✉♥q✉❡ s❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❛♥❛❧✐③❛❞♦ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛❝✐ó♥ ② ❞❡s❛rr♦❧❧♦ ♣♦r ♠ét♦❞♦s ❡①❛❝t♦s
❈❛♣ít✉❧♦ ✽✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❘♦♠❜♦s ✼✵
♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r❡s r❡s✉❧t❛❞♦s ♣❛r❛ ❞♦s ✐♥st❛♥❝✐❛s ♣❛r❛ ❧❛s r❡st❛♥t❡s ❝✉❛tr♦ ✭❝♦♥ ❧❛
♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛✮ ❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦ ♦❜t✐❡♥❡ ♠❡❥♦r❛s s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❛s✳ ❊❧
❛✉♠❡♥t♦ ❞❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛ s✐❣✉❡ s✐❡♥❞♦ ❡①♣♦♥❡♥❝✐❛❧ ❝♦♥ ❜❛s❡
❞♦s✳ ❙✐ s❡ q✉✐❡r❡ ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦ q✉❡
❧♦s ♣r♦❜❛❞♦s ❡♥ ❧❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ s❡ ♥❡❝❡s✐t❛rí❛ ✉♥ ❡q✉✐♣♦ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ❝♦♥ ♠❛②♦r
❡s♣❡❝✐✜❝❛❝✐♦♥❡s ❡♥ ❧❛ ♠❡♠♦r✐❛ ❘❆▼✱ ❞❛❞♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ♣♦r ❧❛ ❝r❡❝✐♠✐❡♥t♦ ❡♥ ❧❛
❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❞❡❧ ♠♦❞❡❧♦✳ ❊♥ ❡❧ ♠❡❥♦r ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s ❧❛ ❤❡✉r✐st✐❝❛ t✐❡♥❡ ✉♥ ✸✽✳✷✷✪ ❞❡
❣❛♣ ❝♦♥ r❡s♣❡❝t♦ ❛❧ ❡①❛❝t♦✳
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✽✳✷✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❝♦❧♦❝❛❞❛s ✈❛r✐❛♥❞♦ ❧❛
❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ ❞♦♥❞❡ p ❤❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❧♦s ♣✉♥t♦s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛
✐♥st❛♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧✱ ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ s❡ ✈❛ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❝♦♠♦ s❡ ♠✉❡str❛
❡♥ ❧❛ ❣rá✜❝❛✳ ❙♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s r❛❞✐♦s ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ✉t✐❧✐③❛❞♦s
s✐❡♥❞♦ ❡❧ ♥ú♠❡r♦ ♠❡♥♦r ❡❧ ♠❡♥♦r t❛♠❛ñ♦✳ ▼✐❡♥tr❛s q✉❡ ❡❧ ❡❥❡ y s❡ t✐❡♥❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡
♦❜❥❡t♦s ❝♦❧♦❝❛❞♦s ❡♥ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❡♥ ❧❛s s❡✐s ✐♥st❛♥❝✐❛ ❝♦♥ ❢♦r♠❛ r♦♠❜♦✐❞❡✳ ❙❡ ♣r❡s❡♥t❛
✉♥ ❝♦♠♣♦rt❛♠✐❡♥t♦ ✐♥t❡r❡s❛♥t❡ ❡♥tr❡ ❧♦s r❛❞✐♦s ✻ ❛❧ ✶✺ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡
♦❜❥❡t♦s ❝♦❧♦❝❛❞♦s s✐♥ ✐♠♣♦rt❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛ ❡s ❧❛ ♠✐s♠❛✳ ▼✐❡♥tr❛s
q✉❡ ♣❛r❛ ❡❧ ♠❡♥♦r ♥ú♠❡r♦ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛ p ❡s ❞♦♥❞❡ s❡ ❝♦❧♦❝❛♥ ♠❛②♦r ❝❛♥t✐❞❛❞
❞❡ ♦❜❥❡t♦s ❞❡ ♠❡♥♦r r❛❞✐♦✱ ❞❛❞♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧♠❡♥t❡ ♣♦r ❧❛s ♣♦❝❛s ♣♦s✐❜✐❧✐❞❛❞❡s ❞❡ ❞♦♥❞❡
❝♦❧♦❝❛r ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❛✉♥❛❞♦ ❛ ❧❛ r❡❞✉❝✐❞❛ ár❡❛ s✐♥ ❛s✐❣♥❛r ❛ ✉♥ ♦❜❥❡t♦✳
✽✳✸✳✶ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s
✽✳✸✳✷ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✽✳✸✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❡❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦ ❝✉❛♥❞♦ s❡ ❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛♥
❧❛s ❝♦♦r❞❡♥❛❞❛s x ② y ❣❡♥❡r❛♥❞♦ ❝✉❛tr♦ ♣♦s✐❜❧❡s ♠❛❧❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦
❝✉❛♥❞♦ s❡ ❝♦♠♣❛r❛ ❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦ ❡♥ ❧❛s ♠✐s♠❛s ❝♦♥❞✐❝✐♦♥❡s q✉❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦ ❡❧
✉s❛r ❧❛s ♠❛❧❧❛s ❍❍✱ ❍❱ ② ❘ ♣r❡s❡♥t❛♥ ♣❡♦r❡s ❞❡s❡♠♣❡ñ♦s ❡♥ ♣r♦♠❡❞✐♦ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥
❈❛♣ít✉❧♦ ✽✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❘♦♠❜♦s ✼✶
❞❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❈ ✭❝✉❛❞r❛❞❛✮✱ ❙✐❡♥❞♦ ❧❛ ♣❡♦r ❧❛ ♠❛❧❧❛ r♦♠❜♦✐❞❛❧ ♣❛r❛ ♦❜❥❡t♦s r♦♠❜♦✐❞❡s✳
P❛r❛ ❧♦s s✐❣✉✐❡♥t❡s ♥✐✈❡❧❡s ✭✷P✱ ✹P ② ✽P✮✱ ❧♦s ❣❛♣ ♣r♦♠❡❞✐♦ t✐❡♥❡♥ ✉♥ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
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❣❡♥❡r❛r ♣♦s✐❜❧❡s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ❡s ❧❛ ❞✐s❝r✐t✐③❛❝✐ó♥ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r ❡♥ n ♣✉♥t♦s ❞❡ ♠❛❧❧❛✳
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✾✳✷✱ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛s s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♦❜t❡♥✐❞❛s
❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ ✈❛r✐❛s ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ ❡♥ ❡st♦s ❝❛s♦s ♥♦ s❡ ❤❛
❣r❛✜❝❛❞♦ s♦❜r❡ ❧❛s s❡❝❝✐♦♥❡s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ❧❛ ♠❛❧❧❛ q✉❡ s❡ r❡q✉✐❡r❡ ♣❛r❛ ♦❜t❡♥❡r ❧❛
s♦❧✉❝✐ó♥ ♦❜t❡♥✐❞❛✳ ❆❧ ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❧❛ ❝♦♥✜❣✉r❛❝✐ó♥ ✜♥❛❧ ❝❛♠❜✐❛
❞❡ ✉♥❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ✭✜❣✉r❛ ✾✳✷✭❛✮✮ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ✭✜❣✉r❛ ✾✳✷✭❜✱❝✱❞✮✮✳
✾✳✸✳✶ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✾✳✸✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❝♦❧♦❝❛❞❛s ✈❛r✐❛♥❞♦
❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ ❞♦♥❞❡ p ❤❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❧♦s ♣✉♥t♦s q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛
❧❛ ✐♥st❛♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ▲♦s ❝✉❛❧❡s s❡ ✈❛♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t❛♥❞♦ ❞❡ ❛❝✉❡r❞♦ ❛ ✉♥
❢❛❝t♦r ♣♦❧✐♥♦♠✐♦ 2n ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛❞♦ ♣♦r p✳ ❊❧ ❤❡❝❤♦ q✉❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❡♥ ❡❧ ❛❝♦♠♦❞♦
s❡❛ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❡♥ ♥✉❡✈❡ r❛❞✐♦s ❞✐❢❡r❡♥t❡s✱ ❤❛❝❡ ♣❡♥s❛r q✉❡ ❡♥ ❡st♦s ❝❛s♦s s❡ ♣♦❞rí❛
❞❡s❝♦♠♣♦♥❡r ❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ ❡♥ ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ♥♦ s✉♣❡r✐♦r ❛ p ② ♣♦st❡r✐♦r♠❡♥t❡ ♣❛r❛ ❧♦s
ú❧t✐♠♦s ❝✐♥❝♦ r❛❞✐♦s r❡✲❞❡✜♥✐r ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❛ ✉♥❛ ♠ás ❞❡♥s❛✱ ❛✉♥q✉❡ ♥♦ ❡s ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛
q✉❡ ❞✐s♠✐♥✉②❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡❥✐❞❛❞ ❝♦♠♣✉t❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡❧ ♣r♦❜❧❡♠❛ r❡❞✉❝✐rí❛ ❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡
❝♦♠♣✉t♦ t❛♥t♦ ♣❛r❛ ✉♥❛ ❡str❛t❡❣✐❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ ♦ ❡①❛❝t❛✳
✾✳✸✳✷ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✾✳✹ ♠✉❡str❛ ❝♦♠♦ ✈❛ ❝❛♠❜✐❛♥❞♦ ❡❧ ❣❛♣ ❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ ✐r ✈❛r✐❛♥❞♦
❧❛s ♠❛❧❧❛s ✭❞✐❢❡r❡♥t❡s ❝♦❧♦r❡s✮✳ ❙♦❜r❡ ❡❧ ❡❥❡ x s❡ ✈❛r✐❛ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥
❧❛s ♠❛❧❧❛s✱ ♣❛r❛ ❡❧ ♣r✐♠❡r ♥✐✈❡❧ ❧❛s ❞♦s ♠❛❧❧❛s ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡s ♣r❡s❡♥t❛♥ ❡♥ ❛❧❣✉♥♦s
❈❛♣ít✉❧♦ ✾✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❖❝tá❣♦♥♦s ✼✽
❝❛s♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ✐♥❢❡r✐♦r❡s ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦✳ ❆❧ ❛✉♠❡♥t❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s
❡❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡ ❧❛s ♠❛❧❧❛s ❤❡①❛❣♦♥❛❧❡s s❡ ❛s❡♠❡❥❛♥ ❛ ❧❛ ♠❛❧❧❛ ❈ ② ♠❛❧❧❛ ❘✳ ❙❡
r❡❛❧✐③❛r♦♥ ♣r✉❡❜❛s ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✲ ❲❛❧❧✐s ♣❛r❛ ❞❡t❡r♠✐♥❛r s✐ ❡①✐stí❛ ✉♥❛ ❞✐❢❡r❡♥❝✐❛ ❡♥
❝❛❞❛ ✉♥♦ ❞❡ ❧♦s ♥✐✈❡❧❡s ❞❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ s✐♥ ♣♦❞❡r ❡♥❝♦♥tr❛r ❡✈✐❞❡♥❝✐❛
s✉✜❝✐❡♥t❡ ♣❛r❛ r❡❝❤❛③❛r Ho✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✾✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❖❝tá❣♦♥♦s ✼✾
✭❛✮ ❊①❛❝t♦
Octagono 1  puntos  30
FO: 69623.568time 41.4903728961945 Area/#objetos 246.892
✭❜✮ ❍❡✉r✐st✐❝♦
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✭❝✮ ❊①❛❝t♦ ✈s ❍❡✉r✐st✐❝♦
❋✐❣✉r❛ ✾✳✶✿ ❈♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❡♥tr❡ s♦❧✉❝✐♦♥❡s ♣❛r❛ ❧❛ ✐♥st❛♥❝✐❛ ✶ ② ❊①❛❝t♦ ✈s ❤❡✉r✐st✐❝♦
❈❛♣ít✉❧♦ ✾✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❖❝tá❣♦♥♦s ✽✵
●
Octagono 4  puntos  30
FO:  66494.823
✭❛✮ ✸✵ ♣✉♥t♦s
●
Octagono 4  puntos  60
FO:  68290.296
✭❜✮ ✻✵ ♣✉♥t♦s
●
Octagono 4  puntos  120
FO:  70159.401
✭❝✮ ✶✷✵ ♣✉♥t♦s
●
Octagono 4  puntos  240
FO:  70952.355
✭❞✮ ✷✹✵ ♣✉♥t♦s
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❋✐❣✉r❛ ✾✳✹✿ ❉❡s❡♠♣❡ñ♦ ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s ♣❛r❛ ❡❧ ♦❝tá❣♦♥♦
❈❛♣ít✉❧♦ ✶✵
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❈✉❛❞r❛❞♦s
✧◆♦ t❡♥❣❛s ♠✐❡❞♦ ❞❡ r❡♥✉♥❝✐❛r ❛ ❧♦ ❜✉❡♥♦ ♣❛r❛ ✐r ♣♦r ❧♦ ❣r❛♥❞❡✧
❏♦❤♥ ❉✳ ❘♦❝❦❡❢❡❧❧❡r
❇♦sq✉❡❥♦
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❙❡ ♣r❡s❡♥t❛♥ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s ♦❜t❡♥✐❞♦s ❛❧ ♠♦♠❡♥t♦ ❞❡ ❡♠♣❛❝❛r ❝✉❛❞r❛❞♦s✳
✶✵✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥
❙✐♠✐❧❛r q✉❡ ❧♦s ❝❛s♦s ❛♥t❡r✐♦r❡s ❡♥ ❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ q✉❡ s❡ ♣❡r♠✐t❡ t❡❧❡s✲
❝♦♣✐♦ s❡ ✉s❛♥ ✐♥st❛♥❝✐❛ q✉❡ ❝✉❡♥t❛♥ ❝♦♥ ✶✺ ♦❜❥❡t♦s ❞❡ ❞✐❢❡r❡♥t❡s t❛♠❛ñ♦s✳▲❛ t❛❜❧❛
✶✵✳✶✱ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛s ✐♥st❛♥❝✐❛ ✉s❛❞❛s ❡♥ ❧❛ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥✱ s❡ ❡s♣❡❝✐✜❝❛ ❡❧ t❛♠❛ñ♦ ❞❡
❝❛❞❛ r❛❞✐♦ ✉s❛❞♦✱ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ♣r♦❜❛❞♦s ❡♥ ❡❧ ♠ét♦❞♦ ❡①❛❝t♦ ❛sí ❝♦♠♦ ❡❧
❧❛r❣♦✴❛♥❝❤♦ ❞❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳
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❆❞❡♠❛s ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ♣❛r❛ t♦❞❛s ❧❛s ✐♥st❛♥❝✐❛ ❡st✉❞✐❛❞❛s ❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦ t✐❡♥❡ ♠❡❥♦r
❞❡s❡♠♣❡ñ♦ q✉❡ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦✱ ❡♥ ❡❧ ♣❡♦r ❞❡ ❧♦s ❝❛s♦s ❡stá ✵✳✺✪ ❞❡ ❝❡r❝❛ ❛❧
❡①❛❝t♦✳ ▲❛ s❡❝❝✐ó♥ ✭❝✮ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❛ ♠✉❡str❛ ❡❧ ❣❛♣ ♦❜t❡♥✐❞♦ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❧♦s
r❡s✉❧t❛❞♦s ❞❡❧ ♠ét♦❞♦ ❡①❛❝t♦✱ ❡♥ ❞♦♥❞❡ ❡♥ t♦❞♦s ❧♦s ❝❛s♦s ❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r
❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦✳ P❛r❛ ❡❧ ❝❛s♦ ✐♥✐❝✐❛❧ ❡♥ ❞♦♥❞❡ t❛♥t♦ ❧❛ ❤❡✉ríst✐❝❛
❝♦♠♦ ❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦ t✐❡♥❡♥ ❧❛ ♠✐s♠❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ ❧❛
♠❡t♦❞♦❧♦❣í❛ ♣r♦♣✉❡st❛ s✉♣❡r❛ ❡♥ ❛❧ ♠❡♥♦s ✶✼✪ ❛❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦✳ P❛r❛ ❧♦s ❞❡♠ás
❝❛s♦s t❛♠❜✐é♥ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ✉♥ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❡♥ ❧❛ ❢✉♥❝✐ó♥ ♦❜❥❡t✐✈♦✳
❈❛♣ít✉❧♦ ✶✵✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❝✐ó♥ ❝♦♥ ❈✉❛❞r❛❞♦s ✽✺
✶✵✳✸✳✶ ❉✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ♦❜❥❡t♦s
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✵✳✷✱ s❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ❞✐str✐❜✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧♦s ♦❜❥❡t♦s ❝✉❛❞r❛❞♦s ❡♠♣❛❝❛✲
❞♦s ✈❛r✐❛♥❞♦ ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❧❛ ♠❛❧❧❛✱ ❞♦♥❞❡ p ❤❛❝❡ r❡❢❡r❡♥❝✐❛ ❛ ❧♦s ♣✉♥t♦s
q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ❧❛ ✐♥st❛♥❝✐❛ ❡♥ ❡❧ ❡st❛❞♦ ✐♥✐❝✐❛❧✳ ❙✐ ❧♦s r❡s✉❧t❛❞♦s s♦♥ s✐♠✐❧❛r❡s ♣❛r❛
♥✉❡✈❡ r❛❞✐♦s✱ ❡❧ t❡♥❡r ✉♥❛ ♠❛❧❧❛ ❛❞❛♣t❛t✐✈❛ ♣❛r❛ ❧♦s ❝✐♥❝♦ r❛❞✐♦s ♠❡♥♦r❡s ❤❛rá q✉❡
❡❧ t✐❡♠♣♦ ❞❡ ❡❥❡❝✉❝✐ó♥ ❞❡ ❧❛ ❤❡✉ríst✐❝❛ s❡❛ ♠❡♥♦r✳
✶✵✳✸✳✷ ❉✐❢❡r❡♥t❡s ♠❛❧❧❛s
❊♥ ❧❛ ✜❣✉r❛ ✶✵✳✸✱ ❝♦♥t✐❡♥❡ ❡❧ r❡♥❞✐♠✐❡♥t♦ ❞❡❧ ❤❡✉r✐st✐❝♦ ❝✉❛♥❞♦ ❡❧ ♦❜❥❡t♦ ❡♠✲
♣❛❝❛❞♦ ❡s ❝✉❛❞r❛❞♦ ② s❡ ✈❛rí❛♥ ❧❛s ❡str✉❝t✉r❛s ❞❡ ❧❛ ♠❛❧❧❛ s❡❣ú♥ ❡❧ ❛❝♦♠♦❞♦ ❞❡ ❧♦s
♣✉♥t♦s ❛❞❡♠ás ❞❡ ✈❛r✐❛r ❧❛ ❝❛♥t✐❞❛❞ ❞❡ ♣✉♥t♦s ❡♥ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ P❛r❛ ❡❧ ♣r✐♠❡r ♥✐✈❡❧
✭P✮✱ ❧❛ ♠❛❧❧❛ q✉❡ ♣r❡s❡♥t❛ ♠❡❥♦r ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❡s ❧❛ ❝✉❛❞r❛❞♦ ❞❛❞♦ q✉❡ ❡♥ ♥✐♥❣ú♥ ❝❛s♦
❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦ ❧♦ s✉♣❡r❛r✳ P❛r❛ ❧❛s ♠❛❧❧❛s ❍❍✱ ❍❱ ② ❘ s♦♥ s✉♣❡r❛❞❛s ✉♥❛ ✈❡③
❡♥ ❡st❡ ♥✐✈❡❧ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r✳ ❊❧ s✐❣✉✐❡♥t❡ ♥✐✈❡❧ ♣r❡s❡♥t❛ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦s
❜✉❡♥♦s ❛✉♥q✉❡ ♣❛r❛ ✉♥ ❝❛s♦ ❡♥ ❝❛❞❛ t✐♣♦ ❞❡ ♠❛❧❧❛ ❡❧ ❞❡s❡♠♣❡ñ♦ ❡s ♠✉② ❝❡r❝❛♥♦
❛❧ ❞❡❧ ❛❧❣♦r✐t♠♦ ❡①❛❝t♦✳ ❊❧ t❡r❝❡r ♥✐✈❡❧ ❞❡ ♣✉♥t♦s s♦❜r❡ ❡❧ ❝♦♥t❡♥❡❞♦r t✐❡♥❡ ♠❡♥♦r
✈❛r✐❛❝✐ó♥ ❛✉♥q✉❡ ❡♥ ❡st❡ ❝❛s♦ ❤❛② ❞♦s ❞❛t♦s ❛tí♣✐❝♦s t❛♥t♦ ✐♥t❡r✐♦r♠❡♥t❡ ❝♦♠♦ s✉✲
♣❡r✐♦r♠❡♥t❡✱ ❧❛ ♠❡❞✐❛ ❡♥ ♣r♦♠❡❞✐♦ ✐♥❝r❡♠❡♥t♦ ❝♦♥ ❡❧ ❛✉♠❡♥t♦ ❞❡ ❧♦s ♣✉♥t♦s s♦❜r❡
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